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PREFAZIONE 






Jb inìva it passato secolo , quando un ilìastre 
matematico francese ^ chiamato a far parte di una 
scuola per professori y eretta in Parigi ^ ed affida* 
ta a' primi uomini di quella nazione ^ , raccoglien- 
do i principj di so^enza geometrica fondamentati 
per le arti di costruzione , e per la civile , e mili* 
tare architettura principalmente ^ diede ad essi or-* 
dine elementare , e ne formò it soggetto di sue le- 
zioni y dichiarando così un nuovo ramo di scienza 
geometrica , che prima , senza alcuna forma con- 
venevole^ apprendevasi nelle scuole di Mezieres in 
Francia 9 ed in quelle di Neustat in bass' Austria ^. 



' t colei normale» — Fa. veramente on#rt a noi, che ora 
sempre in traccia (f improntar da altri regole , e metodi <f istrurkXM /- 
il vedere , che il regolamento compilato per le nostre scuole el^menta- 
rifltime in quel modo denominate , fosse stato ristampato nella raccolta 
ab* volumi intitolati : Seanfee dee Ècoles normalee, se, p^ubblicati per 
quella suUImiseima istituzione di novella scuola io. Parigi , che durò 
appena i quattro primi mesi del 1793. 

* Dal fu mio collega nella R. A. delle sci^ni/o , Carmine Lippi , la 
cui infelicissima fine cagionata da grai,i». dispiaceri , e torti recatigli &d 
persona gelosa del suo merito , ed «issai impare a. lui . ricordo seii^rs 
eoo estremo dolora , mi fu mustraio.uti suo MSS. raccolto in qui^stii 
scuola, ove vedevano)! le principali costruzioni delia co:)! detta (reo-^ 
atc<»« descrittiva • 
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Capitatami alle mani , all' incirca il 180I9 questuo- 
pera dell* illustre Monge y da lai intitolata Géo^ 
mélrie Descrìptis^e^ ed avendola attentamente con« 
siderata y parvemi che maggior chiarezza elementa- 
re vi si potesse indarre , e che talune soluzioni più 
complicate potessero in alcun modo simplificarsi ^ 
^ messomi al lavoro , con avidità giovanile , in bre- 
ve tempo compilai , sul piano stesso del Monge , i 
miei Elementi di Geometria descrittiva. 

Fondavasi allora in Napoli nel Castelnuovo una 
scuola di giovani militari per corpi facoltativi , e 
questi miei Elementi vi furono adottati 9 essendo- 
ne stato affidato V insegnamento ad un mio già col- 
lega di scuoia j ed ora nella carriera di professore. 

Così stette la cosa fino al 1 806, quando, riforma- 
ta rUniversità degli studj di Napoli^si volle dal dot- 
to ministro dell' interno Mioty che io oltre V Ana^ 
lisi de^ finiti insegnassi anche la Geometria descrit^ 
tivay e mi s' ingiunse di pubblicarne gli Elementi j 
che furono a spese del governo stampati in Roma 
nel 1 807 ^ ed erano la prima istituzione in tal ge- 
nere che vedesse F Italia y che però ben V accolse y 
e cominciai cosi a proccurarmi la buona corrispon- 
denza di valentissimi matematici italiani y e tra es- 
si il Fessati , e '1 Paoli , da' quali mi furono scrit- 
te lettere ben soddisfacenti per un giovane profes- 
sore , che da me poi si pubblicarono , a consiglio 
di un amico , in una di quelle circostapze prodot- 
te da bassa gelosia di persone senza merita y che 
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spesso hanno amareggiata la mìa unica > faticosa , e 

libera carriera ^ • 

». ■ 

Contemporaneamente al Monge era concorso al- 
lo stesso scopo il suo coUegft j e laborioso analista 
Lacroix , che nella qualità dì professore aggiunto^ 
alle suddette Scuole normali^ per la Geometria de-- 
scrittiy^Uy aveva dovuto pure occuparsene ^ e questi 
pubblicava ancor egli nel 1 795 un libro elementa- 
re di tale scienza , intitolandolo Giomilrie sui* les 
pianse , et les surfaces courbes y non sembrandogli 
abbastanza proprio a definir l'oggetio di essa quel- 
lo adottato dal Monge y che poi ha conservato , 
forse per la brevità ^ o per altra ragione più pro« 
pria alle circostanze, ed attempi , che alla scienza. 
£d in vero se vuoisi , che il titob di un libro indi* 
chi in qualche modo la materia , che vi si tratta ^ 
quale idea potrà formarsi anche un gieometra al sen- 



^ Id questa circostanza , per rendere uoilbrme T iMegnameato nel- 
la mia cattedra, senza dipartinni da quello , che mi era imposto , com- 
posi f e dettai per ben due volte, prima del 1806 , alla quale epoca pas- 
sai a sostener I altra cattedra di Analisi mblime 9 iì Saggio di Geometria 
analkica di Sito , di cui ho parlato nell' indrizzo a Fergola innanzi le 
due precedenti edizioni del presente mìo trattato. £ di quel MSb debbo- 
no esisterne copie in mano di pia valorosi allievi , che allora seguirono 
le mie lezioni ; mentre avendone io dispersi (in d allora alcuni cartolai . 
mi è stato ciò di remora a pubblicarlo. Esso però, ora che ho* intrapre- 
so a dar fuori tutto quel materiale , che per la compiuta istituzione pe* 
metodi in Matematica ha servito in nostra scuola , vi avrà il sua luogo ^ 
sia da me rifatto, sia ( come meglio desidererei , per le tante altre mie 
occupazioni, anche per la stampa ddle opere anniinaiate nel Piroipetto ) 
da taluno di quo distinti professori , che già furono miei allievi , è de* 
quali mi compiaccio averli ora per compagni , per la loro buona mo- 
vale , più ancorili ; che per la scienza. 
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tirsi aDDUDZÌare Geometria descrittis^a , quando 
non sia preventivamente informato deir oggetto di 
«ssa ?Nè tampoco parmi corrispondere interamente 
;i siffatto scopo quello escogitato dal Lacroix ; poi- 
ché se delle cose geometriche si può considerare il 
sito 9 la grandezza, il rapporto, e la figura , rimar- 
rà sempre dubbioso, ed indeterminato di quali cose 
imprendasi in esso a trattare . Queste ragioni m'in*» 
dusseronei 181 5 , allorché pubblicai la prima voi* 
ta il trattato che ora ristampo , ad intitolarlo Gco-^ 
metria di sito sul piano ^ e nello spazio» 

Ma npn é il cambiamento d' intitolazione , che 
distingua questo librò dalle opere sopraddette , e 
dalle altr^,f ^e fino a quell'epoca le avevano segui-^ 
te ; si bene le cose che vi si trattano , e la maniera 
come vi sono ordinate,ed esposte, di cui credo con^ 
veniente accennare a parte a parte un qualche poco^ 

La Geop}etria descrittiva avendo per oggetto la 
deteriQÌQazione del sito delle cosq geometriche nei^ 
lo spazio, per mezzo de' loro convenevoli determi^ 
nauti su piani dati , chi ^on vede, che il rigor geo^ 
metrico, e T^satte^za elementare esige di prima ben 
dichiarare quest' ide^ istruitissima di si^Oj e che si 
stabilisse ancora il modo da issare i convenevoli de- 
terJEniqanti di esso. Senza questa preventiva cogni*^ 
zrone , i problemi di GtonjtCtria descrittiyq rimar--! 
vebbera ^epipre imperfetlamente risoluti , ed insun 
Incettivi di una comoda, ed elegante costruzione. A^ 
tale oggetto, veggonsi nel c^^^. /della presente o.-. 
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|iVta r^aré le definizioni , edi priflcipii fóndamene 
tali del iito \ e della m^aniero di stabilirlo cotavene-» 
roltnente \ e nel // si natta de determinatiti di es-* 
kt> pe' panti ^ e le linee nel pianto : le quali cose ) 
sebbene si vedessero esposte da Euclide nel librò 
de' Dati ^ e che il fossero ^ con una qualche mag^^ 
gior precisione ^ nel trattato dblC Invenzione geo^ 
metrica j di cui se ne sta anche adesso stampando 
la parte I. , pure ho t^reduto , per ragion di me-» 
todo , doverle qui riportare ; rimettendo poi in- 
teramente a quell' egregio lavoro del Fehgola , ed 
unico nel suo genere , per tutte le altre conoscen-^ 
ze di dati , che con quelli di sito sono correlati^ 
vi , e che talvolta occorrono alla loro piena deter^ 
mìnazione , delle quali cose , nelle précédenti e-^ 
dizioni del presente trattalo , mi era veduto iti 
obbligo di accennarne qublche cosa nell' introdu-i^ 
zione • 

Dopo ciò ho intrapreso a trattare in dtte altH cà-^ 
pitoli ///, e IV i dati di silo nello spazio j espo-^ 
Bendo nel primo di questi i determinanti del sitò 
de punti , delle linee rette ^ e degli 'angoli pidrii 
nello spazio ^ e nel secondo Quelli de" punti 5 dello 
linee curs^e y e diagli angoli solidi i le quali ricer-^ 
fhe trovansi esposte in tanti teoremi di duti ^ ag-* 
giugnendo per tal modo all' antica Geometria quel 
compimento , che vi si desiderava pe' dati di sito 
nello spazio , che dovettero esser da que' noBtrl 
maestri sicuramente considerati f e forse d^vò Etl^ 
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elide occnpiarseDe né' sQot due libri: de' tiàoghi 
alla superficie , o il furono in àkire .opere, di' altri 
geometri , che il tempo ci ha involiate. Per un' ap- 
plicazione di queste teoriche ^ hq poi raccolti nel 
cap.j^. alcuni problemi fondamenta^ per la scien-» 
za che trattasi. 

Un parallelo tra questa parte del mio lavoro , e 
gli altri trattati dello stesso argomento ^ potrà farsi 
a colpo d' occhio , solamente osservando ^ che le 
proposizioni di questi tre capitoli ///, IP^^ f^con 
nesse tra loro, e tutte essenziali alla scienza , anche 
elementarmente considerata , sono di gran lunga 
maggiori in numero delle recate in quelli y a che 
dovrà aggiugnersi la generalità con la quale le ri** 
cerche , che li concernono , vi sono esposte , da 
renderle ])roprie ad un argomento geometrico f 
mentre nulla vi è detratto per la faciltà di esecn^ 
zione , neir applicarle alle arti del disegno • Di che 
potrà ciascuno assicurarsi col semplicemente tra- 
smutare in problemi , e pel caso più semplice de^ 
piani ortogonali , i teoremi di dati de cap.///, 9 
IV 'f rilevandone per ciascuno la soluzione dall' a* 
salisi recata per la dimostrazione del corrisponden*» 
te teorema , convenevolmente modificandola • £ 
questo facile esercizio servirà anche a dilucidare 
a' giovani la natura di quelle ricerche , da poter- 
le indistintamente presentare come teoremi, e come 
problemi j e contribuirà pure , or che nel presen- 
te trattato ho separata la parte elementare da quel- 
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la di complemento , per condisceiidere alle ragione- 
Voli premure de'poc' anzi detti professori, a render- 
lo più adatto a valersene per una facile , e comoda 
istituzione elementare della gioventù nella Geome^ 
tria descrittila. 

Debbo pure avvertire , che dopo la mia prima 
pubblicazione della Geometria di sito , essendosi le 
istituzioni prodotte altrove nella Geometria deserti-» 
tis^a conformate, nella maniera per questa propria, 
in estendere il numero de' problemi di sito, che ri- 
guardavano gli argomenti trattati ne' tre capitoli 
suddetti, vi si veggono però in alcune recate fuor di 
proposito ricerche di pura grandezza, o specie, che 
al presente argomento non si appartengono • Tali 
sono, per un esempio, quelle intorno all'angolo so- 
lido triedro, da me, per questa ragione le altre volte 
riportate , come ancor ora riporterò , nelle note in 
fine , a solo oggetto di compiere geometricamente 
quest' argomento , che per le vie trigonometriche 
trovasi anche trattato nella mia Trigonometria * . 

Esposta la teorica de' determinanti del sito de- 
gli oggetti geometrici più semplici nello spazio, ch'è 
il fondamento delle ricerche seguenti , trattasi nel 
capitolo yi lo stesso argomento per le superficie 
curve , e della loro genesi , che vedesi ora in nuo- 
va guisa più generalmente considerata ^, ed in mo- 



^ €ùno geometrico rei. IV. 

^ Intendesi di una considerazione reale , e che prestisi a geometriche 
ricetcbo , air adattamento dell* analisi algebrica , a che certamente 
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do assai atto alle ricerche importaDli su di esse /sìa 
per le vie geometriche , sia per quelle del calcolo 
algebrico, come più accomoda , e piace a* moderai ^ 
Per tal modo la dottrina de' siti delle superficie cur« 
va è venuta anche a conseguire quell' unità, e quel 
nesso, che gli era proprio. Mi ho così anche aperta, 
la strada ad una nuova , e più convenevole genesi 
delle superfìcie curve di second*ordine, per le qua** 
li ho esposte le principali affezioni , ed ho risolu* 
ti i principali problemi , che le riguardano nel 
presente argomento, nella parte IL di complemen^ 
lo di questo trattato ^ ove le ricerche intorno ad es^ 



<■ ■■! 



■08 corrisponde queUa d' immaginare , «he ogi>i curva arbitrariamente, 
segnata da un piano segante io una superGcie curva ne diventi la gene- 
ratrice I prendendo per legge del movimento di essa \ appoggiarsi co- 
atantemenle su tre altre curve pur arbitrariamente segnato sulla super- 
(eie stessa . Vn tal concetto • che manca della dovuta precisione , poi* 
diventar geometrico da costituire la general issima genesi delle super* 
ficie curve , non prestasi afTatto a far comprendere la forma di tali 
superficie , quando abbiano una genesi regalare » e già conosciuta ; e- 
quindi lungi dair essere di vantaggio alla scienza geometrica » la reti- 
de di un' astrazione chimerica • E per addurne un qualche esempio » 
Del caso semplicissimo della superficia eonioa ordinaria » quale imba- 
razzo non apporterebbe nella genesi di questa , volendosene prender^ 
per generatrice un' iperbole in essa segnata ; e quale vantaggio per ciò. 
se re otterrebbe , per le considerazioni geometriche • o geometrico->al- 
gebriche su di essa t Non lavoriamo dunque io modo da far perdere al-, 
la scienza quel suo orizzonte „ che dee servirle a renderla possibile • ot 
})e>ò facile e rigorosa , che ciò non tenderà a migliorarla ; ma anzi a 
renderla misteriosa , e paradoinUe : ed avv«*zzando la gioventù . a pò» 
co a poco , come sta avvenendo , a concedere talune cose , eh* essa , 
per la troppa astrazione delle medesime,non arriva a comprenderei, de- 
liiarla da quel rigoie, ed esattezza , eh' é propria delU Geomctpaii.rà 
uUie i«gli UM , ed alle ì)ppiii;azioiii di «luc^a . 
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se mentre ti &i vedranno esibite geometricamente ^ 
6 però con qaeir evidenza , e faciltà di concepimen* 
to , che in questo solo modo poteva ottenersi , ap-^ 
porteranno alla Geometria degli antichi il vantaggio 
di addirle un argomento , che finora le era intera- 
mente sfuggito ^ e la cui prima conoscenza è dovu- 
to all'Analisi moderna. 

Or dopo le generali considerazioni di sito per le 
superficie curve in generale esibite nel presente ca« 
pitolo^ ho voluto nel seguente , il VII^ recare spe- 
cialmente la costruzione cosi detta delle superficie 
cilindriche^ coniche^ e di rivoluzione costante ^ poi-> 
che r uso più frequente di essa esigeva ^ che eviden*^ 
tendente si avesse la riduzione di tal problema gene^- 
rale pe' casi ^ che le concernevano • 

Da queste generali considerazioni sulle superfi*^ 
eie curve passando alle particolari per esse, ho trat-^ 
tato de' loro piani tangenti ^ ripartendo questo as- 
sunto ne^cap. VlIIy e IX ^^ nel primo de'quali, oU 
tre le definizioni per esso , vi è recato quanto con- 
cerne le superficie cilindriche^ e coniche^ e neil' al- 
tro ciò eh' è relativo alle superficie di ris^oluzione 
eostante in generale , e specialmente le sferiche « A 
che veggonsi questa volta anche aggiunti due pro- 
blemi pel contatto di un piano con una superficie 
eilindrica^ o conica, ed un'altra sferica j ed indden- 
tenente pel caso loro più regolare , cioè quello che 
U SQ^rficie cilindrica j o conica fosse la conside- 
jratA negli Elementi , onde render pienamente geo- 
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jnetrica la costruzioDe di essi , vi si vede recata un» 
nuova soluzione dei problema di tirare le tangeote 
comune a due ellissi date di grandezza, e di sito , € 
che a due curve coniche qualunque può, con iacil«» 
tà estendersi .E passandosi al caso più generale, con 
sostituire alla superficie sferica una qualunque di ri« 
voluzione costante, vi si vede, per incidenza, esibita 
io due lemmi,la determinazione della curva diicon-* 
tatto di una superficie cilindrica , o conica data di 
sito,con una superficie di rivoluzione del pari data* 
U tipo della qual ricerca è preso dall' elaboratissimò 
trattato dell' «pregio professore Bruno, sulle ombre 
ne disegni y da me ben due volte invano annunzia-* 
to per la stampa \ ma che spero sia questa volta ciò 
fatto con migliori auspicj , e più sicuro successo* Fi*- 
nalmente in altro lemma vi è risoluto il problema del 
la superficie cilindrica , o conica involgente due su« 
perficie sferiche date di sito,sul quitle vedesi poi fon-< 
data la soluzione di quello del piano tangente le stes" 
se superficie sferiche, ed una di rivoluzione costan-" 
te , con r asse verticale. Ed altre ricerche analoghe 
avrei potuto ancor aggiugnere , se non mi fos^i ^k 
troppo dilungato in esse , nella parte elementare di 
questo trattato \ che però serberoUe per X altra di 
complemento del medesimo , o ancora per gli O^ 
puscoU matematici^ ove quelle mi sembrassero so^ 
prabbondanti , e troppo estese. 

Ed al proposito ddla materia trattata in questi 
due capitoli mi convien notare, che Fillustrè Mongt^ 
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fondò la natura y e quindi la definizione de piani 
tangenti , nel dover passare per le tangenti di due gè-* 
neratrici diflferenti di una superficie in uno stesso 
punto di essa , assumendo così come un postulato , 
cbe le tangenti a tutte le altre sezioni prodotte odia 
stessa superficie^per quel punto, dovessero necessa* 
riamente ritrovarsi in quel piano , o, che vale lo stes« 
so 9 ch0 segandosi una superficie curva con quanti 
piani si vociano passanti per^un medesimo punto di 
essa, le tangenti in questo condotte a ciascuna sezione 
debbano giacere in un medesimo piano^; e Io stesso 
principio erasi pur assunto dal Lacroix ^ , e da al- 
tri. L'J7acAetf e ad evitare quest' arbitraria assunzio- 
ne aveva ripiegato nell'altra più impropria di consi« 
derare il piano tangente come un prolungamento per 
ogni yeriso dell' elemento della superficie, che corri- 
sponde al puqto del contatto^. Né tampocxi erasi da 
me evitato quel primo inconveniente,con la definì'^ 
zione, che ne recai altra volta nella mia Geometria 
di S ito yfo6taìormente adottata in altre istituzioni di 
Geometria descrittiva , supplendovisi da alcuno la 
dimostrazione della coincidenza , nel piano condot- 
to per le tangenti di due generatrici , delle tangenti 
a tutte le altre sezioni prodotte nella superficie cur- 
va da piani passanti pel punto medesimo ; ma in** 



^ Giùmitri^ dueriftm 11. n. 23. 

? CampUmeni dei Elémmi ie Geometrie — Dee plan$ fangens 

* SuppUmitU a la Geometrie descriptiye de MoDge §. 24h. 
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\évò In lai ttìodo , die a me noft è sembrato mol^ 
to concludente , o al meno non chiaro abbastanza, 
quahttinque tale il gindicasse \ atitore di esso ^ Or 
a ciò parmi essersi con faciltà ovviato ^ don la de-»- 
finizione de'piani tangenti da me data questa volta, 
desumendola dalla stessa chiara nozione, eh' ebbe- 
ro gli antichi pel contatto delle linee tra loro ; e da 
tal definistione le ricerche su' piani tangenti le sa-* 
perficie curve definite si veggono facilmente, e con 
estrema chiarezza risultare* 

Siccome dalla definizione de' piani tangenti era 
disceso ancora a ({uella de' contatti delle superficie 
curve tra loro , ond' essa non mancasse nelle circo'>- 
stanze occorrenti , così ho voluto mostrarne ancor 
qualche esempio ^, recando nel cap. X la costruzio* 
ne grafica di due principali problemi de'contatti sfe-«' 
rìcì ^ serbando la compiuta trattazione geometri-»- 
ca di quest' argomento , e dell' altro affine de' con** 
tatti circolari pel voi* III. degli Opuscoli materna^ 
iici , come vedesi annunziata nel Prospetto di loro 
pubblicazione • 

E qui al proposito accenneremo , che lo scopo 
cui miriamo con la pubblicazione de'presenti tratta^ 
ti, e degli Opuscoli^ non è di dare un materiale stac^ 
cato 5 e da rimanere senza un uso , anche elemen** 
tare , sì bene da costituire un insieme di precetti j( 

9 Per locideoza àlcuci altro ne offrivano ì lemmi gii indicati del e«^ 
piloto precedente^ 
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« 

e di esempi per risolver problemi geometrici , eoa 
ogni metodo, sia antico , sia moderno ^ in somma , 
come mi sono espresso , in fine della prefaz^ìone al- 
l' altro trattato dell' Invenzione geometrica , di co- 
stituire un nuovo Luogo di Risoluzione pe' moder- 
ni novelli geometri , del pari che avevan fatto gli 
antichi per le loro scuole . 

Le ricerche sulle intersezioni delle superficie cur- 
ve 9 ubertosa, ed importante materia, non solo per 
le arti di costruzione, ma anche per la Geometria,, 
per risolvere que' problemi , che hanno bisogno 
de* luoghi alla superficie , seguendo immediata- 
mente quelle de' contatti di esse , che ne formano 
un caso particolare , sono passato però a trattar- 
le ne' capitoli XI , XII , XIII , ripartendole nel 
seguente modo. Nel primo di essi ho considerato 
r incontro di una retta di sito con una superficie 
cilindrica , conica , o di rivoluzione costante, il 
quale argomento elementare non doveva esser tra- 
scurato in una scientifica istituzione di Geometria di 
sito ; non solamente perchè occorre in altre costru- 
zioni della medesima, ma ancora perchè, come ve- 
drassi in appresso , da esso traggonsi immediata- 
mente talune soluzioni di problemi nello spazio • 
Dopo ciò, procedendo con ordine, ho considerata, 
nel capitolo seguente , l' intersezione de' piani con 
le superficie curve, al qual proposito ho, in alcuni 
teoremi preliminari , stabilita una dottrina elemear 

tare relativa a siffatte intersezioni , ed alle curve , 

b 
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che da esse risultano, da poter anche utilmente ser^ 
vire in altre ricerche geometriche • Finalmente il 
capitolo XIII è destinato a risolvere i problemi 
dell' intersezione delle superficie cilindriche 9 coni* 
che, e di rivoluzione costante tra loro* 

Le ricerche precedenti, su le intersezioni delle su- 
perficie curve, dando immediatamente luogo alle li- 
nee curve da esse risultanti , in generale a doppia 
curvatura , poiché partecipanti di quelle delle due 
superficie intersegantisi , ho nel capitolo seguente 
( ilXf/^) recate le poche considerazioni prelimi-^ 
nari a tali linee curve , che per esse occorrevano 
nella parte elementare del presente trattato • 

Per illnslrar con eseropj F uso de' luof^hi alla su-- 
perfide j nella soluzione de' problemi nello spazio j 
ne ho recati diversi nel capitolo XJ^ , col mezzo 
di quelli risolvendoli \ tra* quali veggonsi compre- 
si i due per X esibizione di un punto nello spa- 
zio , date le distanze da tre punti dati, o da tre ret- 
te di sito , che compiono la determinazione del si- 
io di un punto nello spazio, e dimostrano la ragio- 
ne per la quale siesi data la preferenza al modo di 
riferirlo a piani di sito (;;r. i3. del pres. trattato^. 
Inoltre i principali problemi sulla piramide trian- 
golare , e tra essi quello di esibirla essendone da- 
ti i lati della base , e gli angoli al vertice , che tanta 
diversità di opinioni aveva presentata sulla sua na- 
tura, ed i mezzi da costruirlo a' diversi sommi geò- 
metri , ed analisti , <^he \ avevan trattato ^ ma che 
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alla fine è stato ridotto in forma generalissima , e 
con assai eleganza geometrica risolato dal nostro 
professore Bruno '°; da che mi sono indotto a trat^ 
tarne V argomento per intero ^ nel volume V degli 
Opuscoli matematici^ come fu annunziato nel Pro^ 
spetto per essi • 

Tra queste ricerche vedesi per incidenza asse^ 
gnata Y intersezione determinata di tre superfìcie 
sferiche, e vi si rilevano due importanti verità geo** 
metriche, per le intersezioni de^cerchi, e delle sfere. 

Al proposito del soggetto dì questo capitolo , il 
rispetto , che debbo alla memoria dell' illustre , e 
laborioso matematico francese Hachette , il quale 
ouorommi di sua utile corrispondenza mentre vìsse, 
mi obbliga a digredire alquanto daUa presente espo-* 
sizione del mio lavoro, per distrugger nelF animo di 
moki tra' moderni l'erronea idea, che : Le proprie'^ 
tà deir estensione^ considerate nelle tre dimensio^ 
niy furon poco conosciute dagli antichi geometri * ' • 
£ ciò mentre illustrerà un punto di storia delle Ma- 
tematiche affatto non considerato finora , spargerà 
ancora qualche luce su questo importante argomen* 
to del Luogo risoluto. 

Ma prima di entrare in materia convien, che si 
riduca in forma più propria V espressione vaga di 
sopra recata ; poiché V estensione cosi generalmen- 
te presa , come ivi enunciasi , non ha altra proprie- 

'"^ Vedi Aiti della R. A. Mfi Seiense di Napoli voK U. 

** Supp. >• alta Giomilrie discriptive del Monf^e , an.. 1818« 



prefazione. 

tà ) che la sola delle ito dimensioni ^ il che rende«- 
rebbe quella proposizione uu puro gergo di parole^ 
se per essa non intendessimo, che : i problemi neU 
le tre dimensioni , ed i mezzi per costruirli , e 
ijuindi i luoghi per essi non furono gran fatto co^ 
nosciuti ^ e trattati dagli antichi . 

E prendendo da prima a discutere tal proposi- 
zione nel senso della pura Geometria , osservisi , 
che ne' primi tempi di essa non essendosi rinvenu- 
ta la maniera meccanica da descrivere le curve co- 
niche nel piano , la composizione de' problemi in 
cui abbisognavano, ottene vasi con un'acconcia com^ 
binazione di superficie coniche , nelle quali le lo- 
cali per la costruzione di un problema eransi con- 
venevolmente rappresentate, per la sezione con un 
piano ^ d' onde a' problemi cosi costruiti , della 
natura di quelli , che or diciamo di terzo , e quar^ 
to grado , caratterizzandoli dalla loro equazione , 
fu dato il nome di solidi '^ • E per questa com- 
binazione di superficie coniche , nel modo atto ad 
ottenere la eostruzione di un problema, molte con- 
siderazioni dovettero occorrere , che furono in se- 
guito trascurate, e dimenticate, subito che la Geo- 
metria non ebbe più tal bisogno , ottenuto il mo- 
do da rappresentar quelle curve nel piano , come 
or noi facciamo. Né di quelle loro ricerche essi 



' ' Solida appellantur , namque ad construetionem neee$$e est tclida- 
rum figurarum suptrficiebus , nimirum conicù 0i — Pappo ColUei. 
JUalh, dopo la prop. k. lib.III. £ lo stesso ripete dopo U prop.30. IH* 



CHraron tramandarci notkia , forse ancora perchè^ 
riputafido meccaoicbe sifl^tte costruzioni. ^ niella^ 
Geometria ricusavano riceverle '^ . 

Ma le considerazioni degli antichi iatorna alla ri*** 
soluzione de' problemi , non si arrestarono a'soprad- 
detti, dove par che siensi sofiermati i metodi anali ticis 
de'moderui : essi progredirono ben oltre ne' lineariy^ 
che or diremmo trascendenti ^ pe' quali in^rentaFonoN 
nuove curve , alcune descritte nel piano y ed altre^ 
ne' solidi , o sia nelle superficie curve , talché 1' e^ 
lice j che appariva descritta nella superfìcie di uà 
qiliudro retto , la spirale sferica su quella, di una. 
mezza sfera , ec. £ di esse si valsero ascosa taU 
vqjita in risolvere i problemi del secondo genere , 
trovandosi adoperata da Archita una curva de-^ 
scritta sulla superficie di un cilindro iietto , per ri^ 
solvere il j&moso problema delle due medie pro^. 
porzionali : la qual soluzione^ eh' è L' unica esem.-- 
pio, che ci rimane in^ tal genere , dall' antica Geo- 
metria, tramandatoci, non senza oscurità, da Vir- 
fruscio '^ , ci assicura della lora scienza sul propo:* 
sito delle intersezioni delle superfìcie curve , e de' 
luoghi ad esse, fìn da quelli antichissimi tempi con-^ 
siderati . Oltre a ciò , che altro mai erano q^ue^ due* 

*-' Antiqui gflfmétmi ptphleri^a amteiìctum tu iuabu» rectis Uìm^ìì ^ 
geometrica ratioM innixi cofuiruere non pofuerunt^qtumiam neque coni 
seMiones fàcile e$t in plano designare ( Pappo nel luogo dt sopra eitata}v. 

'-^ Quest' ingegnosa soluzione ,. ohe qOQ ostavjte lo nxoltet «Ifigantiss*? 
me de* geometri posteriori , si. antichi , ch^ moderni ».noQ merita, dìì 
HBn6 9ffMo dimenticata ^ vetri rìgortata ìa questo caellol^^ 
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tanto desiderati libri di Euclide de' luoghi alla su^ 
perfide , e quale il loro uso ? se per essi non vo- 
gliamo intendere, che esponevanvisi tante proprie- 
tà locali delle superficie , appunto come pe' liuy^ 
ghi piani quelle di linee rette , e circolari , e pe' 
luoghi solidi le altre delle curve coniche ; e che il 
loro uso consisteva nel valersene y con la combina- 
zione fatta in convenevol modo , per la soluzione 
de' problemi nello spazio, appunto come de' luoghi 
piani , e solidi pe' problemi nel piano • 

£ può mai immaginarsi , che geometri si aca- 
ti, e perspicaci , come furono gli antichi , non aves- 
sero mai veduto , e mai fosse loro entrato in pen-' 
siero , che la superficie sferica fosse il luogo di 
tutt' i punti equidistanti da un dato punto di sito 
nelle tre dimensioni , mentre avevan ciò analoga- 
mente stabilito pel cerchio nel piano. Similmente ^ 
che non avessero considerata la superfìcie cilindrica 
come il luogo de' punti equidistanti da una retta di 
sito , e la conica come quello de' piani , che incli- 
navansi in uno stesso angolo a quello della base di 
essa : verità tutte intuitive • E se ciò non è suppo- 
nibile , certamente , che il loro spirito di ricerca 
non arrestossi a queste elementarissime considera- 
;2Ìoni; ma che prendendo quindi le mosse si spinges- 
sero tant' oltre , quanto da' loro metodi era permes- 
so , da aver potuto Euclide compiere due interi li- 
bri di una dottrina , che noi invano desideriamo y 
ed alla quale non abbiamo, che porre al confronto. 
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Ma anche progredendo più oltre , senza drpariH - 
ci però da quelle più ovvie nozioni di loro scienza 
serbateci da Pappo^ ci fa certi di questo loro stadio 
sulle superficie curve , come luoghi geometrici per 
risolver problemi nello spazia, la stessa lora triplice^ 
distinzione de' luoghi in efettici^ cioè , quelli ch'e- 
ran luoghi di loro medesimi, sicché ad esibirli noi> 
fosse bisogna di determinanti estrinseci \ m diados- 
sici y quando ciascuno F era di una dimensione Al 
più della cosa , che gli apparteneva , come la cir-* 
conferenza del cerchio de' punti equidistanti da un 
dato y il perimetro dell' ellisse , o dell' iperbole pe'' 
punti j che serbassero da due dati distanze date 
jiella somma , o nella differenza , ec. \ ia anaslro-* 
ficiy se eccedessero per due gradi , o due dimensio- 
ni , come la superficie sierica pe' puaii equid istaa^ 
ti da un dato nello spazio , quella della sferoide, a 
del conoide iperbolico pe' punti y che serbassero da 
due dati distanze date nella somma , o nella diffe- 
renza y ec^ TmpeFocchè altrimenti di questi luoghi 
affatto avrebbero potuto far menzione • 

Sicché da quelle poche notizie , che rimangona 
della tanta loro scienza geometrica , per q^uesto ri- 
guardo, raccogliama una duplice distinzione, ch'esr- 
si fecero de^ luoghi ^ la prima relativamente alla 
loro naiusa , o grado , da che rimanevana ancora 
distinti, e caratterizzali i problemi in piani y solidi j, 
e lineari ^ la seconda relativa alla qualità loro,, ed 
al grado d'indeterminazione ^ ed era ia luoghi alta 
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linea , alla superficie^ ed al solido . £ questi potè- 
vano appartenersi a ciascun genere de' precedenti • 
Dopo aver recali gli argomenti più ovvj , che di- 
mostrano aver dovuto gli antichi geometri coltivare 
e promuovere le ricerche delle proprietà delle su- 
perfìcie curve 5 e la combinazione di esse , più di 
quello ancora , che non siesi fatto da' moderni , al« 
tri ne ofifre Pappo medesimo , nelle sue Collezioni 
Matematiche , dalle quali sole, imperfette, e mu- 
tilate come ci sono pervenute, possiamo raccogliere 
alcune notizie della tanta scienza a noi ignota di 
que' nostri maestri. Ed egli, di fatti, dopo aver par- 
lato della distinzione de' problemi tante volte ripe- 
tuta , cosi ripiglia , in ordine a quelli del terzo ge- 
nere , quod lineare appellatur } lineae jam aliae y 
praeterjam dictas in constructionem assumuntur y 
quae s^arium et dijficilem ortum kabenty ex inordi'^ 
natis superficiehus , et motihus implicatis factae . 
Ejusmodi s^ero sunt etiam lineae^ quae in locis ad 
superficiem dictis inveniuntur y ec. '^ Da che rac- 
cogliesi ad evidenza , eh' essi non poche superficie 
considerarono descritte in modo vago, ed irregolare, 
delle quali a noi non è giunta notizia alcuna ^ e che 
su di esse descrissero con data legge linee curve , 
per valersene in risolver problemi, che non poteva- 
no appartenersi se non alle tre dimensioni • £ qui- 
vi di nuovo evidentemente si parla de' luoghi alla 



^ CoU. Hath. dopo la prop. 30. ItbaV. 
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superficie : soggiugnendovi poco dopo^cbe intorno a 
tal materia , ed alle intersezioni delle curve de- 
scritte sulle superfìcie , o nascenti dalle loro inter- 
sezioni , un lungo trattato aveva composto un tal 
Demetrio .dlessandrino , geometra non degli ulti- 
mi certamente, ma che intanto appena n è a noi ginn* 
to il nome, da questo luogo di Pappo • Lo stesso 
per Faltro Filone Tianeo^ che, trattando un simile 
argomento , considerò molte curve , qiuie multa et 
admirabilia simptomata continent , le quali furo- 
no tenute in gran conto da' geometri posteriori , e 
somministraron loro materia di lunghe trattazioni \ 
di tal che Menelao scrisse un libro su dì una sola 
di esse j che prese il nome, per le sue speciose pro- 
prietà , di admirahilis Menelai. 

Abbondante materia ci prepararon dunque gli 
antichi , ed assai utile alla composizione di diffìci- 
li problemi in ogni genere , sulle linee curve , e le 
superficie, e le intersezioni di esse, trattandola con 
que' metodi , che possedevano • Non v' ha dubbio, 
che r attività, e la faciltà di maneggio, che ci offro- 
no i nostri metodi, varrebbero a renderci per que- 
sta parte ad essi di molto superiori , se pero, per le 
ricerche sulle linee curve, non ci fossimo arrestati al- 
la semplice classificazione di quelle del terzo j e del 
quar£ ordine , ed appena su di esse fatte consi- 
derazioni generali, senza per nulla incaricarci di 
trattarne alcuna in particolare , a fin di riconoscer- 
ne qualche proprietà ^ che potesse costituirne un 
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luogo geometrico^ per la soluzione di qualche diffi- 
cile problema superiore al quarto grado. Ed appe- 
sa ravvisiamo tra quelle del terzo grado la cissoi" 
1^ , e la concoide tra le altre del quarto ^ perchè 
fatteci conoscere dagli antichi. Che se in tale eserci- 
zio si fossero versatilo che in appresso ne faranno la 
loro occupazione i moderni analisti , riescirà forse 
ad essi agevole lo stabilire una qualche regola di co- 
struzione geometrica pe' problemi superiori al quar- 
to grado, il quale argomento dopo il Cartesio vede- 
si 9 con gran danno della Geometria analitica y in- 
teramente dimenticato. £ lo stesso andamento do- 
vrebbe ancor tenersi per le superficie curve^ e per 
le curve a doppia curvatura y delle quali appena 
Tedesi usata , in qualche problema y la spirale ci- 
lindrica tramandataci dagli antichi. 

Si è ciò accennato , per ispingere i coltivatori 
de' moderni metodi ad assumere quest' incarico y 
che riescirà ad essi di lode y e di utilità grandissima 
alla scienza. E senza contender vanamente di pre- 
valenza degli antichi y e de' loro metodi su' nostri^ 
o di questi a quelli, avendo, quelli, e noi £itti tutti 
gli sforzi per promuoverla, cerchiamo prevalerci di 
tutt' i mezzi , eh' essa ha , per sempre più perfezio- 
narla. Il vasto campo delle Matematiche oggigiorno» 
rende già abbastanza difficile^ per non dire impossii- 
bile, il percorrerle tutte , per non volerle ancor im- 
brogliare con inutili quistioni, e vane polemiche, le 
quali ordinariamente sono fatte per nascondere quel- 
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r ignoranza , che sì ha in taluna parte di eese , che 
qualunque siesi, o greca, o moderna, è sempre de<« 
gna della più profonda meditazione • Certamente ^ 
che nel modo come taluni si stanno adoperando , 
soffrendone a poco a poco la rigorosa istituzione 
geometrica , noi ci chiuderemo alle spalle, con una 
porta di bronzo , le tante utili , e maravigUose e- 
scogitazioni degli antichi ; sicché quando conven* 
ga , o che rivenuti dal presente sviamento, vorrà ris- 
tornarsi indietro , riescirà assai difficile riaprirla • 
Dopo il fin qui detto , non è vera ingiustizia de' 
moderni il negare agli antichi una più estesa cono« 
scenza ne'problemi nello spazio, che noi non siamo 
giunti finora ad avere, e de'mezzi in più numero, e 
più geometrici per costruirli , sol perchè , le loro 
profonde opere in tal genere non ci sono pervenu- 
te, e per la poca pazienza , che si ha ancor ora di 
frugare studiosamente in quelle , che di essi ci ri- 
mangono ? 

Ma come mai di tutta questa loro estesa , e su- 
blime scienza a noi nulla è pervenuto , mentre al- 
tre opere più elementari ne abbiamo ? Questa stes- 
sa circostanza n' è la ragione • Gli antichi non am- 
mettevano sì facilmente in loro scuola chiunque si 
presentava , come è il nostro costume ; ma biso- 
gnava esservi trovato abile, e di una sicura liescita. 
Essi erano gelosi della loro scienza \ e d' altronde 
ciò nasceva pure, da che non ne facevano merca- 
to ^ né la davano a prezzo ^ come ora costumasi. 
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Or se limitato era il numero dì coloro, die veni- 
vano introdotti allo studio della parte elementare 
della Geometrìa , esso più ristringevasi , a propor- 
zione 9 che più vi s' ìnnoltravano , e che le materie 
rendevan$i più astruse , e diiBcili • Adunque un 
maggior numero di copie si ebbero delibrì elemen- 
tari di Euclide , di quelli di Archimede , ed an- 
cor de' Conici di Apollonio , che di que* trattati 
che alla Geometria trascendente appartenendosi , 
da pochi erano studia^ ; il che anche comprova- 
no gli stessi poc' anzi detti libri di Apollonio , de* 
quali con più faciltà a noi pervennero, e nella lin- 
gua lor propria , i primi quattro , che formavano 
parte della prima istituzione in Geometria sublime y 
che i rimanenti 9 de' quali a stento soli tre se n' eb- 
bero finalmente nelU arabico idioma tr adotti '^. £ 
lo stesso per altri libri del Luogo di risoluzione f 
de quali pure i più elementari sono a noi pervenu- 
ti. E quando poi , con tutte le altre scienze , ancor 
le Matematiche cominciarono a decadere , T è ben 
naturale y che restringendosi sempre la loro cultu- 
ra, e r istituzione, di que' libri più difficili , e che 
servivano ad una scienza più prolungata , e più su- 
blime non si ebbe più conto, e caddero però in ob- 
blio , e furono a mano a mano distrutti , mentre 
continuavasi a far uso de' libri elementari • 



' ^ Vedi la Storia delh Sezioni coniche premessa al xoL IH. del n(K 
8tro Cono giometrico . 
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Certamente , che se ancor ora ^ che tanto molti- 
plicansi con la stampa gli esemplari de'libri, all' il- 
luminatissimo secolo in cui viviamo , succedesse 
altro d' ignoranza ^ e che guerre , devastamenti , 
dilapidazioni^ ed altri fisici sconvolgimenti distrug- 
gessero le tante fatiche de'moderni^ le prime a sof- 
frirne sarebbero le opere più profonde, e difEcili, 
delle quali già talune si costuma ora rispettarle , e 
citarle continuamente 9 senza più leggerle .Che ma- 
raviglia è dunque se non sienci pervenuti que* la- 
vori degli antichi più difficili , de' quali se n' ebbe 
un ristrettissimo numero di copie, dopo tanti seco- 
li di barbarie , e di foltissime tenebre , in cui si 
giacquero le scienze , non già neglette, ma intera- 
mente annullate. E di quelle né pur la semplice no- 
tizia ce ne sarebbe pervenuta, né di quegli uomini, 
che vi lavorarono, se per fortuna non ce ne avesse 
di alcuni conservata Pappo y senza che molti altri 
non fossero stati , de' quali nulla sappiamo . 

A che aggiungasi , che se gli antichi non vollero 
da principio ricevere in Geometria i problemi soli" 
di , avendo come meccaniche le loro costruzioni , 
quanto più non dovè ciò aver luogo pe' lineari , e 
nello spazio, i quali esigevano assolutamente impli- 
canze di n^ovimenti , e concetti, e descrizioni, che 
alla stretta, e rigorosa Geometrìa erano ripugnanti; 
end' è 9 che mentre forse valevansene, per gli usi , 
non vollero tenerne conto scientificamente • 

Agli argomenti geometrici finora presentati in 
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co , rendendovi le materie , e le proposizionr con« 
nesse tra loro, e cercando di evitare ogni superflui-* 
tà 9 ed ogni ricerca , che vi rimanesse senz' uso , ed 
a' fondamenti della scienza non si apparteneva • 

Di upa cosa debbo scusarmi , ed è quella del-- 
le figure , a' disegni delle quali non ho potuto da- 
re queir estensione , e precisione grafica , che vi 
avrei desiderata , non conoscendo affatto T arte di 
ben disegnarle , e nell' età in cui sono , non senza 
que' mali , che sogliono accompagnarla j e co' de- 
viamenti della mia vita pubblica, e domestica, non 
avendo avuto né tempo, né pazienza di occuparme- 
ne in eseguirle almeno con una qualche esattezza j 
come feci da giovane, nella mia Geometria deserit^ 
tis^a. Da ciò é anche avvenuto, che non abbiano le 
costruzioni ricevuta quell'estensione, che loro sareb- 
be stata più conveniente per le arti grafiche, essen- 
domi limitato , da geometra , a notare speculativa- 
mente i principj come procedere , in tutto T anda- 
mento di esse^ e talvolta con troppa brevità per non 
aver né men tenuto innanzi queir abbozzo infor- 
me di figura, che a mano poteva da me farsi, affi- 
dando il ragionamento alla semplice immaginazio- 
ne ^ da che sono ancora derivati alcuni errori di let- 
tere , che veggonsi notati nell' Errata . 

£ ciò per quanto concerne la prima parte ele- 
mentare del presente trattato. 
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DELLE MATERIE CONTENUTE NELLA 



PARTE I. 



DELLA «EONETRIA DI SITO 



Pro foz Ione 

A chi riebbasi la prima compilazione in forma di 
£'/cmenrt do' principii fondamentali della dottrina de 
sili nello spazio, chiamandola Geometria descritliva. 

Prima compilazione fatta dal prof.Flanti degli Ele- 
menti della Geometria descrittiva nel 1801 . come 
ciò avvenne, e dove insegnati. Quando pubblicati per 
. Je stampe , e giudizio che ne fecero distinti geometri 
italiani • 

Il La croi X concorre col Monge ali* anzidetto scopo, 
pubblicando nvl 1795 le sue istituzioni di tale scien- 
Ea , col titolo di Geometrie sur Ics plans , el les sur^ 
facei courbes. 

Del saggio dì Geometria analitica di sito compi- 
lato dal prof. Flauti perle sue lezioni nella cattedra 
dell' Universilà degli studi , dal 180G al 1812. 

Improprielà delle denominazioni dato a questo ra- 
mo di scienza geometrica tanto dal Monqe , che dal 
Lacroix ; da che fu indotto il Flauti a dare al pre- 
sente trattato il titolo di Geometria di sito sul piano 
e nello spazio , fin dalla prima volta che pubbiicollo 
Del 1815. 

In che questo trattato si differisca dalla Geometria 
descrittim propriamente della. 

Esposizione generale del contenuto ne' capitoli del 
ir&ttato da I , a V. 

Come si possano i teoremi di Dati de' cap.ll e III. 
trasmutare in problemi descrittivi , per servirsene di 
prima istituzione in questa scienza grafica. 

Ricerche non proprie a questo argomento ripor- 
tale da taluni autori di Geometria descrittiva . 

Nota a piò di pagina. 

Esposizione del contenuto ne'cap.da VI a IX. 

Difettosa definizione del piano tangiMitc una super- 
ficie curva data dal Monge . dall' Hachelto , e poi da 
altri adottata ; e corno corrotta . 

Due problemi do' conta4ti sferici recati noi capito- 
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lo X, serbando a trattar tutti qnellf di questa fami- 
glia nel volume IV. degli Opuscoli malematieù 

Indicazione del contenuto ne* capitoli dall' XI. al 
XIIF. 

Considerazioni sulle curve a doppia curvatura re- 
cate nel capitolo XIV. 

Uso de' luoghi alla superficie nella soluzione de 
problemi nello spazio ( cap. XV, ) 

Qual sia il vero senso in cui si debita prendere la 
voce estengione ; ed esser falso , che gli antichi aves- 
sero poco conosciute le proprietà dell' estensione nel* 
le tre dimensioni . 

Come debba coltivarsi la scienza geometrica a d) 
d' oggi. 

Congettura del perchè non sìenci pervenute tante 
opere importanti degli antichi. 

Altro argomento per comprovare , che gli antichi 
dovettero trattare problemi nello spazio. 

Equivoco del Montucla su' Luoghi alla iuperfieie, 

Nodi. 

Metodo tenuto nell'esposizionne delle materie di 
questo trattato. 
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Cap. 1. 
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-> Definizioni , e nozioni prelimi- 

Sì 

DcF. Dello spazio. 

Def. Del sito di un oggetto geometrico nel piano , 
e nello spazio • 

JVofa. 

ScoL. Qual debba essere la natura de' determinan- 
ti del sito di un oggetto geometrico ; e specificazio- 
ne di questi oggetti . 

Def. Del dato di sito. 

Bev, Ve determinanti il sito. 

Cap.ii,—- Determinanti del sito de' punii, 
delle linee , e di alcune figure nel piano. 

TEofi, I determinanti del sito di una retta nel piano 
sono due punti di essa dati di sito ; e risulta pur data 
di grandezza la retta interposta tra essi . 

Teob. I determinanti del silo, e della grandezza di 
un cerchio sono il sito del eentro , e la grandezza del 
raggio. 

JVota a' §S. 7 ed 8. 

Teob. Se è dato' il sito di due rette, risulta ancoì 
dato quello del punto del loro incontro. 

Nota. 
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Tbob. Dal tito di due punti riiulta deierminato 
queUo di un Urzo, che eerba da essi dielanze date. 

Tbor. Dal etto di un punto rispetto ad una linea 
retta rimane aesegnato , /. il sito e la grandezza del- 
la perpendicolare tirata a questa da quello , 2» il si- 
to della paraUela tiratale per quel punto ; J« il sito 
di qualunque inclinata ad essa , tiratagli dal pun- 
to , in angolo dato. 

Tbor. Date due rette di silo in un piano , è dato 
r angolo da esse compreso incontrandosi • È se sia 
dato l angolo di due rette , e 7 sito delt una , e del 
vertice délV angolo ; sarà ancor dato il sito dell^ altra 

N* è ancor vera la conversa. 

T£OB« / determinanti del sito di un punto rispet^ 
to a due rette date in un piano , che s* interseghino , 
sono le distanze date di quello da eiascutUL di queste. 

ScoL. 1. Supponendo tali rette indefinite pe' due 
loro Tersi ; il sito del punto risulta quadruplice. 

Scoi.. 2. Esibizione facilissima del punto » quando 
le due rette sieno ortogonali. 

Def. Le due rette alle quali si riferisce un punto , 
per determinarne il sito nel piano , diconsi direttrici, 
ortogonali se ad angolo retto » oòMìjue in caso con* 
trarlo,. 

Teor. Determinanti di una linea curva nel piano. 

Tbor. Da ire punti dati nel piano risulta dato dì 
grandezza, e di specie il triangolo, che si ottiene con- 
giugnendoli . 

Una tal verità si estende a qualunque rettilineo. 

Ifota. 

Gap. III. -~ De' determinanti del sito de' 
punti y delle linee rette , e degli angoli nello 
spazio. 

Bbf. Che dicesi |)ro;moiie di un punto nello spa- 
zio su di un piano . Che intendasi perptedla delia per- 
pendicolare tirata al piano dal punto ; che per altez- 
za del punto» 

CoB. Tutt' i punti delle perpendicolare ad un piano 
lianno su questo la stessa projezionc , cioè il piede di 
essa sul piano • 

Dbf. Cosa intendasi per piano abbattuto con un al- 
tro,chera con questo ad angolo. 

Teor. La proiezione di una retta nello spazio su 
di un piano è un altra retta. 

Cor. 1. Tutte le linee rette in im piano perpendi- 
ctdare ad un altro , hanno per loro proiezione su que- 
sto la comune sezione de* piani. 

CoR.2. / determinanti le proiezioni (b* una retta su 
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di tm piano , iono le projezioni di due punti di eiia\ 
su (fiteéio. 

DhF. Che intendasi per projezione su di un piano 
di una retta nello spazio. 

Cor. La perpendicolare ad un piano ha per proie- 
zione su questo il piede di quella. 

jDef. Delia retta parallela ad un piano. 

Cor. 1 . Tirando per un punto di un piano la pa^ 
rallela ad una retta parallela al piano , questa deve 
cadere nd piano stesso . 

Cor. 3. Una retta terminatet parallela ad un fi0' 
no adegua la sua projezione su questo, 

&€0L. Quando i piani di projezione sono ortogona- 
li r uno suol dirsi orizzontale , l' altro verticale : e le 
proiezioni de*punti , delle rette , e do^li altri oggetti 
geometrici su di essi prendono puro il nome corri* 
spendente di orizzontale . e verticale . 

Teor. e dato il sito di un punto nello spazio , se 
ne sia data la projezione su di un piano di sito^ e 
T altezza su questo . 

Teor. O pure, se ne sono date le jìrojezioni su due 
piani di sito ad angolo. 

Cor. 1. L'altezza di un punto su di un piano oriz- 
zontale é quanto la perpendicolare , che dalla proje- 
zione verticale di esso si tiri alla comune sezione de 
piani ortogonali ; e viceversa . 

Cor . 2. Se una linea retta è parallela ad uno de\ 
piani di projezione ortogonali; la sua projezione sul- 
V altro di essi sarà ancor parcdlela alla comuf^e sezio 
ne di que' piani ortogonali . 

ScoL, 1 e 2, Come si iraspofta la projezione di un 
punto , di una retta da un piano dato di projezio- 
ne ad un aUro. 

Teor. £ pur dato il sito di un j^nnto nello spa- 
zio , se ne sien date le distanze da tre piani di sito , 
che s* incontrino . 

Scolii. — E però , se ne sono date le diatanzf^ 
da tre assi fissati nello spazio, sieno ortogonali , o pure 
inclinati in dati angoli. 

Nota, ^ 

Teor. E dato il sito di una retta nello spazio , se 
sono date le projezioni di due suoi punti su di un 
piano dì sito , e le aUczze di questi sut medesimo . 

O pure , se sien date le sue projezioni su due pia- 
ni di sito ad angolo . 

ScoL. GEN. — Tra i determinati assegnati pel sito 
de' punti , e delle rette nello spazio . quali siono i 
più propri. Considerazioni per farne uso urlio arti 
del disegno. 

Teo*. Dato il sito di una retta nello spazio riupci- 



33 

3i 

35 
36 

37 
38 






k3 



V* 



45- fc7 



hS 



50- 51 



52 
53 



12 

12 
12 

12 
13 



13 

ik 
14 



15 



IS 



15- 16 



16. 17 



17, 18 



18 
18, ^19 



3V- 



sn 



19. 22 



indice 



xxxvii 



io a iué piani ad angolo , ione dati i punii oee quel- 
h incontrano ciascun de* piani. 

Tbor. Date di grandezza le proiezioni di una ret- 
ta , è ancor data la sua grandezza. 

ScoL. 1. Comesi ottenga facilmente la differenza 
delle altezze degli estremi di una retta data di sito , 
riferita a piani ortogonali. 

ScoL.2.c7na retta nello spazio sta alla sua proiezio- 
ne , come il raggio al coseno dell' angolo in cui indi' 
nasi la retta al piano di tal proiezione. E ciò con- 
duce a determinare un tal angolo . 

Tbob. Dato il silo di due rette , che s* intersega- 
no nello spazio , è dato quello del loro incontro, 

CoB. La congiungente le intersezioni delle projezio- 
ni, su due piani di sito che s' incontrano ^ di due linee 
rette , che s' intersegano nello spazio , risulta perpen- 
dicolare alla comune sezione de* piani , quando questi 
suppongansi Vun l' altro abbattuti . 

Scoi,. La sola condizione poc' anzi detta non ba- 
sta a determinar la conversa della precedente propo- 
sizione , cioè che le due rette debbano intersegarsi 
nello spazio. 

Teor. Dato il sito di due rette , che intersegano 
nello spazio , è pur dato V angolo da esse compreso. 

TEO%>Dati di sito i vertici degl'angoli di una figu- 
ra rettilinea nello spazio \ la figura sarà data di sito 
e di grandezza. 

Tbob. Un triangolo nello spazio sia alla sua proje- 
zione su di un piano , come il raggio al coseno del- 
V angolo in cui inclinasi a questo il piano del trian- 
golo . 

CoR.l* e 2.L0 stesso per un poligono qualunque , 
altra iìgura piana . 

Cap.iy. — De' determinanti il sito de' pia- 
vìy delle linee curve ^ che esistono in essi , 
degli angoli solidi, e de'poliedri nello spazio. 

Def. Che intendasi per traccia di un pianO' bu di 
un altro di sito . 

Teok./ delerminanli del $ilo di un piano nello tpa- 
zio sono le sue due tracce su due piani di silo ad 
angolo. 

O i)ure, una delle tue due tracce, e 'l sito di un 
punto di esso. 

O ancora ti silo di tre pttnti di esso . 

O una delle sue tracce, e t' angolo in cui esso in- 
clinasi al piano di questa, 

fìnalnieiile , una delle tracce, e P angolo di que- 
sta con e altra . 
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Lemma pel $. T7 • 

TBOR./)alo il sito di un piano nello »pazio i ancor 
data linclinazione di u$o a ciascuno de piani di prò- 
jexione cui è riferito • 

Teor. Eni pur dolo di etto ogni punto di euo , 
. data efie ne sia una sofà proiezione. 

jEOB.Dali di sito due piani,ehe s^intersegano^è an- 
cor dola di sito e di grandezza la loro comune sezione. 

Ed é dato ancora Vangelo dMa loro scambievolt in- 
clinazione» 

ScoL. Due casi particolari del teor. «« 81. 

Teor. Dato il sito di un piano , e quello di una 
retta che T incotUra nello ^^io , è dato il sito del 
punto dell'incontro. 

Teor. Dato il sito di un piano ^ e di un punto , e 
data di sito e di arandezza la perpendicolare , che 
dal punto si tira al piano ; e di eito il pueUo ove t in- 
con/ni^ 

Scoi.» Se una retta è perpendicolare ad un piano ; 
le proiezioni della retta sono perpendicolari alle rispet- 
tive tracce del piano. 

Tbor. Dolo U sito di una retta , e quello di un 
punto , i dato il silo del piano, che pel punto lì tira 
perpendicolarmente alla retta. 

Cou.Ed ancora il sito^ e la grandezza della perpen- 
dicolare , che dal punto si tira alla retta* 

DcUo il eito di un piano , e queUo di una retta , è 
dato di eito il punto ove questa V incontra , e di gran- 
dezza t angolo nel quale gli s* inclina. 

Teor.£ dato U sito , e la configurazione di una li- 
eiea curva eeisèente in un piano dato nello spazio , se 
sten date le projezieni di quella su due piani di sitò 
ad etngolo , 

Nota 

25coi..ln qual modo si otterrebbero le cose dette nel 
precedente teorema » se la curva proposta fosse uoa 
curva definibUe. 

Teob. Dato il sito di ciascun de* lati di vn angolo 
solido triedro , è dato ancora un tal angolo di eHo, e 
di grandezza • 

Aota : ed in essa vien riportata la compiuta costitu- 
zione dell' angolo solido triedro , e quindi dei trian- 
golo sferico corrispondente • 

CoB. il teorema procedente ha ancor luogo se 1* an- 
golo solido fosse poliedro « 

Tsos. DaJlo il sito de' vertici degli angoli di un soli- 
do poliedro ; il solido riàutta dato di grandezza » e di 
eito • 

Ca.it. y. "— « Applicazione delle precedeaii 
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teoriche alla risoliizioDe di alconi problemi. 

Pkobl . ttrart per un punto dato nello ipazio la pa- 
rtUlela ad una retta in euo data. 

Probl. 7trcire per un punto dato nello tpaxio un pia- 
no parallelo ad un altro piano dato. 

PioBL.Dale di eito due rette, assegnare il piano con- 
dotto per r una parallelo alT altra. 

8coL. Come dal prec. probi, risulti determioato ciò 
che fu avvertito oel §.63. 

VBOBis.Ad un punto dato in una retta di sito nello 
spazio costituire un angolo uguale ad un dato . 

Nota. 

Probl. Condurre per una retta di sito nello spazio 
un piano , ehe s* inclini alt un di quelli di projezione 
in un angolo dato. 

ScoL.Sene rileva esser anche dato H sito di un piano 
da ufia delle sue tracce , e dalC angolo d inclinazione 
di esso al piano delCaltra» 

Probl. Per una retta data in un piano di sito nello 
spazio far passare un altro piano , che costituisca col 
primo un angtdo dato. 

PftoBL.Do/o un angolo , e V inclinazi<me de* suoi io- 
ti alV II fi de* piani di projezione ; assegnare le proje» 
Mioni di esso angolo. 

ScoL.l.O eh* è lo atesao : Dato di sito e grandezza 
un angolo neUo spazio , e dati quelli che comprendono 
i suoi lati con la perpendicolare che dal suo vertice 
cade suirun de* piani di projezione ; esibire la proje- 
zione corrispondente di queW angolo. 

ScoL.S.ll problema enunciato nel precedente sco- 
lio corrisponde a ciò f che nelle pratiche geodesicbe 
8i dice riduzione di un angolo alt orizzonte. 
^ fnoBh.Costituire ad un punto dato in una retta di 
sito nello spazio un angolo uguale ad un dato , con u 
na retta, che s'inclini aW un de* piani di projezione 
in angolo dato • 

PBOBL.£st6tr9 t7 sito, e la grandezza della minima 
distanza di due rette netto spazio . 

Nota. 

Gap. ti. — Delle superficie cnrve , e de' 

determinanti del loro silo nello spazio. 
Nota . 

DBF. Che intendasi per curva definibile . 
DBp.Quando una linea curva dicesi data in un piano. 
Bef. Genesi di una superficie curva , e sua di- 
rettrice , e generatrice. 
Nota. 
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Sef. Genesi universale delle Buper6cie conicbo , 
e cilindriche dedotta dalla definizione precedente. 

Def. Distinzione delle superficie di rivoluzione in 
eo$(anii e varinbili. 

Lem. Dividendo le ordinate di una curva in una 
Còitante ragione, per iutt' i punii di tali divisioni 
passa una curva della stessa natura della proposta. 

Cor. e se due curve della stessa natura abbiano un 
asse comune , le ordinate corrispondenti ad una me- 
desima ascissa saranno in una ragione costante. 

Lem. Segando una superficie di rivoluzione costan- 
te^ o variabile con un piano parallelo alla sua direttri- 
ce , si otterrà per sezione una curva simile a questa. 

Cor. Un carattere delie curve simili . 

Teor. Determinanti del sito da una superficie curva 
di rivoluzione. 

Cor. Per le superficie coniche, e cilindriche. 

ScoL.Nel caso di una curva definibile, e di nota de- 
scrizione , la projezione verticale della generatrice 
passante per un dato punto , può ottenersi anche con 
un moto continuo . 

Teor. S' è dato il sito di una superficie curva , è 
ancor dato quello di ogni punto di essa di cui abbiasi 
una sola projezione . 

Def. Che intendasi ^gt costruzione di una superfi- 
cie curva. 

Gap. vii. — Costruzione speciale delle su 
perficie cilindriche , coniche , e di rivoluzio 
ne costante. 
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Costruzione di una superficie cilindrica data di 

w*°- 136-137 

— Di una superfìcie conica data di silo. 138 

•--- Di una superficie di rivoluzione costante datai 

di sito con r asse verticale. 139 

Cap.viii. — De'piani tangenti le Mipcrficìe 
curve, e delle normali ad esse ; e specialmen- 
te di quelli tangenti le superficie cilindriche , 
e coniche. 



^ Def. Del piano tangente , conseguenze di essa ; 
d* onde il principio fondamentale per la determinazio- 
ne del piano^ tangente. 

Def. Delle superficie curve che si toccano , e del- 
la normale ad una superficie curva in un punto dato 
di essa; e come tal ricerca dipenda da quella del pia- 
no tangente. 
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ll^BOBL, Del piano tangente una sltper&cie òilindrica 
tìata di sito , per uh punto daìo in essa. 

pBoBL.Del piano tangente una superficie cilindrica 
llata di sito, per un punto dato fuori di essa • 

O parallelo ad una retta dì sito. 

ScoL. 1. Come possa tirarsi graficamebt^ m una 
curva la tangente parallela ad una retta data. 

8cóL.2. E Come possa tirargtisi in modo , che s* in- 
clini ad una retta di siCD, nel piano di essa^ in un dato 
dìigolo • 

PftOBL. Jtrore ad itHa iuptìfcie cilindrita un pia'' 
no tangente^ che s* inclini ali* orixzaniaU in un anno- 
io dato. 

Gli stessi quattro t>recedenti problemi risoluti per 
!a superficie conica^ 

CAp.iX.De' piani tangenti le aupetficie cur- 
ve di rivoluzione costante y e specialmente le 
sferiche. 

Pbobl. Del piano t^^gente Uha superticie di rivo- 
luzione con r asse verticale , per ub punto dato in 
essa . 

Riduzione nel caso della sfera. 

Probl. Del piano t algente una superficie sferica, 
data, |)assante per una retta di sito. 

Lbtf. i, Tirare la tangente comune a due cerchi 
^ti di grandezza t di eiio , in uh piano. 

Nota. 

Pbobl. Del piano tangente due superficie sferiche 
date di grandezta e di sito* 

1.EU.2./ tre punti di eoneoreo dette tangenti comuni 
n tre cerchi dati, di grandezza e di iito^ in un piano , 
mno ailvgati in una retìa* 

Nota. 

Pbobl. Del piano tangente tre superficie sferiche 
date di grandezza, e di sito * 

Noia i 

Lem. 8« Assegnare in un piano ài sito ta tràccia di 
Ima iuperfieie cilindrica » con la generatrice paraUe- 
la ad una retta data di sito , cireoecritta ad un* altra 
ii Hvoluzione anctr data^ con l aese petpendicolare 
u quel piano. 

Lo stesso per una superficie conica col tertice dato. 

Nota nella quale si dimostra, che: La linea di con-^ 
tatto di una superficie di rivoluzione generata da una 
curva conica, col cono di un dato vertice circoscrittole, 
o con una superficie cilindrica con la generatr-cepa- 
rallela ad una retta di silo , e una curva ccnica. 

Pbobiì. Del pitno tangente una iuperfieie di rito- 
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luzione , il quale passi per una retta di sito. 179,180 

Nola per questo problema , e pe' seguenti fino al 
lermino del capitolo. 

Pbobl. Del piano tangente una superGcie di rivo- 
luzione, con l' asso verticale , parallelo ad un piano 
dato . 

Costruzione speciale per la superficie sferica* 

Probl. Del piano tangente una sfera, ed una su- 
perfìcie cilindrica, date di sito. 

Pbobl.O pure ..tangente una sfera, ed una super- 
ficie conica, date di sito. 

ScoL. per le due precedenti soluzioni. 

Probl. Del piano tangente una superficie di rivo- 
luzione data di sito , ed un'altra cilindrica similmen- 
te darà. 

Probl. O pure un* altra conica • 

Lem. Circotcrivere a due ffere date di grandezza , 
e di silo , se uguali , una superficie cilindrica , se di- 
iuguali una conica. 191 

ScoL.Da tal problema risulta anche un'altra solu- 
zione di quello del piano tangente una data sfera, per 
un punto dato fuori di essa. 192 

Probl. Del piano tangente due sfere date di gran- 
dezza e di sito, ed una superficie di rivoluzione co- 
stante similmente data. 
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Noia. 



De' contatti sferici. 



Perchè si rechi la soluzioD^ del priocipal proble- 
ma di questa famiglia. 

DKp.Perla chiara intelligenza del seguente lemma. 

Lem.1. problemaiico , per la riduzione di tali pro- 
blemi . 

Lem. 2. prohlematico. 

Lem. 3. Ch' è un teorema locale per la riduzione 
de* problemi de' contatti sferici , e del quale si dà la 
soluzione si geometrica , che grafica • 

Caso particolare pel precedente lemma. 

Lem. k, problemaiico , per T anzidetta riduzione , 
risoluto geometricamente, e graficamente. 

Probl. Delle quattro sfere da tarsi toccare da una 
quinta . 

Soluzione geometrica. 

Soluzione grafica. 

Probl. Descrivere una sfera di dato raggio , che 
ioerhi Ire sfere date di grandezza, e di sito. 

Soluzione grafica dì tal problema. 
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Gap. XI. BegV incontii di una retta di ai- 
to con Una superficie simìlmenle data. 

Importanza dell' argomeato delle intersezioni del- 
le superficie curwt e come ripartito nel precendente 
trattato. 

PaoBL. Costruire gV incontri di una retta di sito 
con una superficie cilindrica similmente data, 

Probl. Lo atesso con uoa superficie conica, 

JVota pe' due precedenti prdblemi. 

Lem. Segando una superficie di rivoluzione con un 
piano parallelo al suo asse ; la sezione sarà una car- 
ta simile alla generatrice. 

Esempi in dilucidazione del precedente lemma . 

PaoBL. Costruire gì' incontri di una retta di sito 
con una superficie di rivoluzione costante. 

Cap. xu. — - Delle intersezioni di un pia- 
no con una superficie cilindrica , conica, o di 
rivoluzione coalanle • 

TEoa* !• Le sezioni prodotte in una superficie ci- 
lindrica da piani paralleli , sono tutte identiche tra 
loro . 

£ però se il piano sia parallelo a quello della trac- 
cia di tal superficie , la sezione sarà identica a tak 
traccia. 

Come in questo caso si assegni la projezione di 
quella sezione sul piano della traccia » cui sia obbli- 
qua la generatrice della superficie cilindrica. 

Teor. S- Qualunque sezione prodotta da un piano 
in una superficie cilindrica^ è curva dello stesso gene^ 
re della direttrice di tal superficie . 

Ao/a in cui vien recata un altra dimostrazione di 
tal verità, nel caso che la direttrice della superficie 
cilindrica sia una curva definibile . 

Teor. 3. Jn un cilindro retto a l^se circolare non 

{ìuò esservi alcuna sezione circolare » oltre la parat- 
ela alla base. 

E le sezioni in esso prodotte da piani sono ellissi, il 
cui asse maggiore sta al minore, come il raggio al co- 
seuo dell'angolo d* inclinazione del. pinne segante a 
quello della base del cilindro. 

TeoR. 4* Nel cilindro a ba^e ellittica possono a- 
ter luogo ^ per ogiki punto deir asse , due sezioni cir- 
colari • 

Nota in cui dimostrasiin altramodo diretto- la ve- 
^ vita di questo teorema . 

Tecr. 5. Segando una superficie conica con piani 
paralleli , le sejiioni saranno cucce simili tra loto 
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Ifota ( la stessa che pel teor.3 ) • 

fe però se il piapo segante sìa parallele a quello 
4ella traccia della superficie conica , la sezione sarè 
una curva simile a tal Iraocia « E come si possa as- 
segnare quella curva sul piano di questa • 

Pbincip. — Bue curve di diversa natura non po$- 
$ono mai , rawieinand<m i* una ali* altra , €<mfon' 
denti tra loro. 

Teob. 6. Comunque seghisi con un piano una su- 
perficie conica , la sezione e sempre della stessa natU" 
fa che la direttrice. 

Tl£o^. 7* In ogni cono a base ellillica , può sempre 
C4mdursi pel centro det^ base un piano , che produ- 
ca nella superfieie conica una sezione circolare. 

Nota ( la stessa che pel teor. k ], 

Altra nota. 

Cor. Quindi ogni cono a base ellittica « ò la stessa 
cosa ohe un cono a base circolare , diversificandosi 
aolamente per la sezione che prendesi per base , o 
^ivettrico d^la superficie conica. 

PaoBL. Costruire rintersezione di una data super- 
"Rcie cilindrica con un pianfl di sito. 

Come esibiscasi P effettiva curva d' Intersezione , 
e la tangente ad essa per un dato punto. 

Pbobl. Costruire V inUrsezione^ di una superficie 
fonica data di sito , con un piana di sito, perpèMi- 
polare a quello ài proiezione verticale. 

Nola in cui si dimostra la polare di una curva co- 
lica assegnabile dalla stessa sua genesi per sezione. 

Scotìi. — Ccone costruiscasi 1' effettiva curva di 
sezione , ^ le si tiri la tangente in un punto dato • 

Pbobl. Costruire l interseziene di una superfieie di 
riffplusione data di sito , con C asse verticale , e' di un 
piano di sito perpendicolare ali^erticale di proiezione. 

Nota a pii pag. 

Scoi.. I|idicazione per esibir Y effettiva curva di 
lezione , ^ la tangente ad essa in un punto dato. 

CA^.xiii.-r Pell^ intersezioni delle supcr- 
$cie curr^. 

Tali intersezioni danno più comuaemente luogo al- 
ìf C9s^ dette (fuwe a doppia curvatura. 

Nota nella quale dvnocitrasi generalmente il se- 
guente teorema : Se un qano pen^rando una super- 
fi/fie del seconda ordine vi produca una' curva pia- 
lla, dovrà ^nche esser piana f aUra curva , per cui 
^' esce . 

Lo stesso pel ciliodro^ 

^'mo^l.gjejvek. — Nelcjuàle si abboua il metodo J 
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generale per eottmire l'intersezione di due supiDrficie 
curve date di sito, e di forma» le quali s'intersegano. 

Riguardi da usare in adoperarlo • 

pROBL. Per la tangente all' intersezione di due su- 
perficie eurve , per un punto dato in essa • 

Pbobl. Coitruire T inUmxione di due euperfieie 
tilindriehe daie di tito* 

Limiti delle curve d' intersezione, e delle loro prò- 
jezioni. 

Pbobl. Costruire V inlersexione di due ^$uperfieie 
eeniehe date di sito, 

Pbobl. Costruire T intersezione di una superaci 
conica data di sito , con una superficie cilindrica $i 
milmenle data . 

Pbobl. Costruire T intersezione di una superficie 
cilindrica data di sito con un" altra di rivoluzione, 
intorno ad un asse verticale . anche data di sito. 

Pbobl. Costruire V intersezione di una superficie 
cilindrica , e di un* altra sferica, date di sito. 

ScoL. Che da tal problema possa graficamente co- 
atruirsi l'elegantissima soluzione del Viviani al suo 
enigma geometrico della volta emisferica quadrabile. 
^ Pbobl. Coslrvire V intersezione di una superficie di 
rivoluzione data di silo, intomo ad un asse verticale, 
con una superficie conica anche data di sito . 

Pbobl. Costruire V intersezione di una superficie 
conica data di sito con quella di una sfera similmen- 
te data. 

Pbobl. Costruire T intersezione di due superficie 
di rivoluj^one date di sito^ 

modificazione che ricevo un tal problema nel caso, 
che le superficie proposte sieno di 2^. ordine* 

Cap. xit.<-~ De' determinanii del silo del- 
le linee curve a doppia curvatura ; ed alcun 
problema fondamentale per la loro teorica . 

Maniera di trattare questo argomento uniforme- 
mente a quella indicata per le curve piane ; e van- 
taggio che in. tal argomento offre 1' analisi moderna , 

TjiQa. I determinami del silo , e della forma diu- 
na curva a doppia curvatura , sono le proiezioni di 
essa su dup piani ad angolo • 

CoB. E però ne sono determinanti le due superfi- 
cie cilindriche rette a due piani , che s* incontrano • 
le quali abbiana per direttrici su questi le projezioni 
rispettive di quelle linee curve . 

raoBL. Date le projezioni di una linea curva nello 
spazio ; determinale se essa sitt semplice » pure a 
doppia curcalura^ ' 
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Solaiione geometrica del prof. Scoria • 

Soluzióne meccani ca • 

ScOL. htorla di questo problema , e considera 
siooi sulle di?erse soluzioni date di esso. 

1fwiOBh.Dividen una piramide triangolare in quattro 
altre piramidi tr/angolari » le quali aNnano per basi 
le faeee della piramide data , e per vtttiee uno eleeeo 
punto dentro di eesa^ e che ieròimi riepettitamente tra 
fdro ragioni date. 

ScoL. In cui sMndica la soluzione del problema 
I>aii quattro rettilinei in diverei piani di sito , che 
M'incontrino ; determinare quel punto , chepreeo per 
vertice di quattro piramidi atenti per basi que* rettili- 
nei f abbiano questi tra loro ragioni date, 

fnohL.Rilro9are le due medie proporzionali tra due 
rette date. 

Soluzione di Archita • 

ScoL. Considerazioni sulla composidone del prece- 
dente problema* 

Nota. 

Tbor. É dato il sito di un punto nello spazio , se 
ttèn date le distanze , eh* esso serba da tre altrt pun- 
ii già dati di sito nel medenmOé 

Nota 

TtioR. È dato iltito di un punto neUo spatio , se 
$ien date le distanze di esso da tre rette date di sito 
nel medesimo . 

Costruzione grafica del punto co* precedenti dati • 

BcoL. pe' precedenti due teoremi di Dati. 

Gap. xYt. — -Considerazioni generali sullo 
sviluppo delle superficie curve. 

Dbf. Quando una superficie si dirà sitituppabi- 
h • — Conseguenza di tal definizione ; ed oggetto 
dello sviluppo delle superficie curve sviluppabili • 

Probl. Assegnare le condizioni geometriche per lo 
itUuppo delle superficie ciiree. 

Se ne ricava il carattere per le superficie curve 
sviluppabili • 

Coa. 1. Condizione che né deriva pel piano tangen- 
te una di queste superficie in un punto di essa. 

Con. 2. Altra proprietà » che si deriva per le su- 
perficie sviluppabili. 

ScoL. Che questo argomento siasi qui eie montar* 
mente trattato t serbando a ripigliarlo altrove in mo- 
do più generale , e conveniente ekd esso. 

iBoa. La tanaenie di utut curva segnata in una su* 
ferfieie ttiluppoiile , sullo wiluppo di queeia , fa con 
fuel lato , che paeeava per lo contatto lo steeeo ango- 
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to t €h$ ti comprendeva primu dello ttiluppo. 

ScoL. Da che riesce facile il determinare , sullo 
STiloppo di ODI superficie » il sito della taogonte • 

P^OBt.Stiluppare uìm iuperficie cilindrica , e rajp- 
portare sullo sviluppo una curva data in essa* 

ScoL.La curva, che sullo sviluppo di una superfi- 
cie cilindrica viene rsppresentata da Una retta , dee 
intersegare tuti' i lati del diiodro in un medesimo 
angolo. Ed al contrario : 

Ikdte le voUe , che un arco H ewrta segnata 9u di 
una superficie itiluppabile distendesi in linea retta 
iuUo sviluppo deUa medesima , esso rappresenterà Un 
piò carta distdnxa su tal tuperfide tra que' due punii, 
che W erano §li estremi^ 

Pbobl. Sviluppare una superficie conica a base 
qualunque ; ed indi segnar tu tale sviluppo una linea 
eurxa data in eua^ 

Come resti siìnpiifieata la eostruzione nel caso dd^ 
la superficie conica a base circolare. 

Lem. !• Le sefhiordinate che in due semicerchi di- 
tidono proporzionalmente i diametri , dividono an- 
«ha proponionahnenie le senUcirtonferenze . 

Lem. 8. La semieUisse segnata suUa superficie di 
«n semieilindra retto , da un piano perpendicolare al 
rettangolo sottoposto condotto per la costui diagonale, 
divide la semicirconferenza prodotta nella stessa su- 
perficie cilindrica da un piano parallelo alla base, nel- 
la M$ea proporzione che il diametro di questo divide 
la sfem»circonf eronza doseriUa dal diamaro il Uao del 
ftff tidn> • 

Pbobl* Dividere wibarco , o pure un àngolo in da^ 
ia ragione. 

Nota. 
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Itisfrbandoci t dare in fine dell' intero trattato , m fuk 
bisogno , no piìi esatto elenca degli errori essenziali a cor- 
reggere , per ora potrà Instar questo cbe qui si yede. 
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GEOMETRIA DI SITO 



SUL PIAMO E KELLO SPAZKX 



GEOMETRIA DI SITO 

SUL PIANO, ENELLOSPAZIO 



CAPITOLO I. 



BEFINIZIONI , E NOZIONI PRELIMINARI. 



1 . Def. I . Spazio dicesi T estensione per tre di- 
mensioni illimitata , e similare. # 

2. ScoL. Da questa definizione dello spazio , e da qaella 
del piano data da Euclide risulta, esser le parti del piano, e 
quelle dello spazio indiscernibili ; che perciò ninna delle co- 
se esistenti in ciascuno di essi potrà distinguersi rapportan- 
dola alle loro parti ; o sia queste non potranno mai esser 
mezzo da discernere due oggetti geometrici identici , che si 
trotino neir uno , o nell' altro . 

S.DfiF.ii.Per sito^ o posizione di un oggetto geo- 
metrico y in un piano , o nello spazio, s' intende la 
determinata ed invariabile maniera di esistere dì un 
tal oggetto , per rapporto ad altre cose geometri- 
che già stabilite nei piano stesso, o nello spazio me- 
desimo • 

Siffatta maniera di insistere appartenendo a quel tale ogget- 
to , non può competere, che ad esso solo , per rapporto al- 
le cose geometriche &saté^; e quindi è incomunicabile a qua- 
lunque altro simile oggetto , che non occupi lo stesso luogo 
del proposto. 



Tt Geamelna di Silo 

4. Scot. Le cose geometriche fissate , per mezzo delle 
quali si Tuol conoscere il sito di un oggetto geomelrico,con- 
Tiene che sieno le più semplici eh' è possibile ; per cui se 
trattasi di determinare il sito di una cosa geometrica nel pia- 
no, non potranno essere che punti, o linee rette; e trattando- 
si di determinarlo nello spazio potranno essere anche piani. 

Similmente gli oggetti , che si Togliono determinare, cioè 
quelli de' quali si tuoI conoscere il sito , se ciò è nel piano , 
potranno essere o altri punti, o linee, o figure piane di qual- 
sivoglia specie; e nello spazio potranno inoltre essere anche 
superficie dì qualunque solido , o pur linee risultanti dall'in- 
tersezione di queste. 

5. Def. Ili* Un oggetto geometrico si dirà Da^ 
io di sito in un piano , o nello spazio y se geome- 
tricamente siesì stabilita V invariabile sua maniera 
di esistere cogli altri oggttti fissati nel piano stesso, 
o nello spazio ^ e quindi se quello si possa geome* 
tricamente esibire. 

6. Def. IV. Gli oggetti fissati nel piano , o nello . 
spazio , da' quali risulta il sito di un altro], dicon* 

si i determinanti del sito di questo. 
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CAPITOLO li. 

D£^ DETEHMINANTI PEL SITO De' P€NTI , DELLE LINEE , 
E DI ALCUNE FIGURE NEL PIANO. 



PROPOSIZIONE L 



TEOREMA. 



7. Se nel plano sieno fissali due punti ^ sarà da- 
to il sito , e la grandezza della linea retta che gli 
congiugne • 

Ciò è manifesto dalle precedenti definizioni 2 e 3 , e dal 
postulato 1 • di Euclide. 

PROPOSIZIONE n. 

TEOREMA. 

8. Se è dato di silo un pnnto nel piano ^ sarà an- 
che data di sito , e di grandezza la circonferenza 
del cerchio 9 che ha per centro un tal punto ^ ed 
un raggio di data grandezza • 

Imperocché non potendosi descrivere ^ con quel centro ed 
intervallo , che una sola circonferenza ; è chiaro ^ che questa 
abbia ^ per rapporto al suo centro > una determinata maniera 
di esistere , incomunicabile a qualunque altra circonferenza 
si descriva col centro stesso ; che perciò essa dovrà esser da* 
ta di sito \ e 1 sarà pure di grandezza (def.2 e 3^ e posi. 3. 
EucL) • 
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PROPOSIZIONE 111 



TBOREMA* 



9. Se è dato nel piano il sito di due linee , che 
s intersegano j saranno anche dati dì posizione i 
punti del loro scambievole incontro. 

Ciò è chiaro dalle definizioni 2 e 3 ; ed è poi sialo as- 
•unlo più Tolte dall' accuratissimo Euclide ne' suoi Elemen- 
ti , e da tuli' i geometri nelle costruzioni de' problemi da 
essi risoluti. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

10. Se nel piano sieno fissati due punti ^ sarà 
dato di sito quelF altro punto , che serba distan- 
ze date da ciascun di essi. 

Poiché essendo date le distanze di questo terzo punto da 
ciascuno de' fissati ; saranno date di sito le circonferenze di 
que' cerchi , che hanno per centro i punti fissati , e per rag- 
gi rispettivi le distanze date Cpr. J2. J , in ciascuna delle 
quali , com' è chiaro , dee esìstere quel terzo punto : che 
perciò questo sarà uno di que' due ne' quali s' intersegano 
tali circonferenze ; e quindi sarà dato di sito Cpr. 3. ) 

41. Coa. Adunque: Sarà dato il sito di vn punto nel pia- 
no , per rapporto ad una linea retta in quello stabilita y se 
tal punto serbi distanze date da ciascuno di due altri fissati 
in quella linea retta . 

42. ScoL, 1 due punti dati , e le distanze date sono i de- 
terminanti del sito di un punto nel piano (dcf. 4, ) . Que- 
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sle distanze debbono però esser tali , che i cerchi con esse 
descritti , e che sono le locali del panto da determinarsi , o 
8^ interseghino , o almeno si tocchino ; il che è facile cono- 
scere quando abbia luogo. 

In appresso non si farà menzione di questa suscettibilità 
de' dati , quando essa si rileva con faciltà dagli Elementi . 

PROPOSIZIONE V. 

TfiOREXA. 

i3. Se è dato nel piano il sito di un punto per 
rapporto ad una linea retta fissata in esso ; dovrà 
esser anche dato: L il sito e la grandezza della per*» 
pendicolare , che da tal punto si tira a quella linea 
retta ^ IL il sito della parallela che a questa con* 
ducesi per tal punto ^ III. ed il sito e la grandezza 
di qualunque altra linea retta s' inclini alla propo- 
sta in un angolo dato y e passa pel dato punto. 

PART.i.Imperocchò se, centro il punto dato A [i"!^*^]) in- 
tervallo qualunque AD , ( il punto D si supposte pre^c. al di 
Ik della retta BC ) si-descriya il cerchio E7D ; sa: e .0 dati 
di sito i punti E, F ne' quali s' Intersaganc ii cerchio e la li^ 
nea retta (^pr. S.^^e quindi di sito, e di grandei^za la linea 
retta EF Cpr. ^. J ; e perciò di sito il suo punto medio G 
(io. EL I.) , Laonde sarà data di sito ^ e di grandezza U 
linea retta AG y che unisce i due punti dati A, G (pr. i.)y 
la quale è perpendicolare alla BG (iZ. EU /. ) • 

Part. 2. Inoltre poiché dal punto A non si può tirare al- 
la AG , che la sola perpendicolare AL ; perciò sarà dato il 
silo di questa per rapporto alla AG ( def. 3> J 9 e quindi 
per rapporto alla BC , alla quale essa AL è parallela. 
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Part. ò. Ed inclinaDdosì da A salla BG la linea retta AH 
io un dato angolo ; sarà data quelF anica porzione di cer- 
chio , che si può descriyere sulla AG, da una delle sue par- 
ti , capiente un tal angolo ( 33 > ELIIL e def. 3.) '• quin- 
di sarà dato il sito del punto H , ove la circonferenza di tal 
segmento ìntersega la BC (pr, 3» ) \ e perciò la linea retta 
AH sarà data di sito , e di grandezza ( yr.1 .) . 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA • 

]4« Se nel piano sieno fissate due linee rette , le 
quali s' inclinino scambievolmente ; sarà dato l' an- 
golo che comprenderanno incontrandosi . 

Imperocché preso nell' una di esse BF [ flg. 2. ] un pun- 
to E , e da questo abbassata suU' altra CA la perpendicola- 
re ED ; sarà dato Y angolo FED, eh' è complemento di quel- 
lo che comprenderebbero le rette di sito BF , CA incon- 
trandosi • 

15.ScoL.Anche la conversa di questa proposizione è vera, 
cioè , che : Se due linee rette comprendano un dato angolo ; 
dovrà V una esser data di sito per rapporto aW altra y vale a 
dire , che dato il sito dell' una y sarà anche dato quello del- 
l'altra. Poiché nessun'altra linea retta pel vertice di quell'an- 
golo, e verso la parte stessa , per rapporto ad un de' lati di 
esso , ov'è r altro lato, può comprendere con quello l' ango- 
lo stesso ) che vi comprendeva questo . 
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PROPOSIZIONE VIL 

TEOREMA. 

1 6. Se nel piano sieno fissate due linee rette che 
s interseghino ; sarà dato il sito dì ogni punto , di 
cui è data la distanza da ciascuna di esse* 

Sieno AC , AB tali linee rette [ ftg.3*n.i.]y e dal punto 
dato A , ove s' intersegano , s' intendano tirate ad esse ri- 
spettivamente le perpendicolari AD , AE , la prima ugua- 
le alla distanza , che un punto si suppone serbare dalla AB , 
r altra a quella che lo stesso serba dalla AG ; saranno da- 
ti di sito i punti D , E (^ii. EL I y e def. 3> )• Laonde an- 
che di sito saranno date le parallele I>M , EN tirate per que' 
punti alle AB , AG rispettivamente (^pr. 5. -parte 2,. ) ; e 
perciò sarà dato per rapporto alle AB , AG il sito del pun- 
to P , ove queste s' intersegano ( pr* 3. ) ^ il qual punto 
è il proposto. 

17. ScoL. 1 • Le rette AB , AG essendo indefinite da' due 
tersi y e le p^pendicolari AD , AE ad esse rispettivamen- 
te potendo esser tirate al di sopra ^ o al di sotto , danno 
luogo per ognuna di quelle a due parallele indefinite ; da 
che si veggono risultare quattro punti P soddisfacenti cia- 
scuno alla medesima condizione delle distanze assegnate 
dalle AB , AG , come la figurane indica . E volendo spe- 
cialmente definire \ un di essi , bisognerà dinotare in qua^- 
le de' quattro angoli delle rette AB , AG che s' intersegano 
debba trovarsi. 

18. ScoL.2.Se l'angolo delle AB, AG fosse retto, le AD, 
AE verrebbero ad esser tagliate vicendevolmente sulle AG , 
AB ; ond' è che 1' esibizione del punto proposto riuscirebbe 
più semplice : che perciò quante volte le due linee rette ad 
angolo , alle quali si rapporta un punto di cui si vuole esi- 
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bire II sito ^ si possono prendere ad arbitrio , giova pren- 
derle ad angolo retto. 

19. Def. t* Le due rette di sito AB , AG poste 
ad angolo 9 cui si riferisce il sito de' punti esistenti 
nel piano di esse , diconsi assij o direttrici di quel 
punto 5 e si dà loro il nome di ortogonali , o ohhli^ 
qui j secondo che comprendano un angolo retto y o 

pure obbliquo . 

20. ScoL. Or nel caso che sieno ortogonali [fig.S.n.i. ] 
è chiaro^che tanto sia la disianza FY di un punto F dall'as- 
se AC ^ quanto la ÀX ^ che suU' altro asse AB corrisponde 
all'estremo X della perpendicolare tiratagli dallo stesso pun- 
to P . Sicché si vedrà esser anche dato il sito del punto P in 
un piano ^ se conoscasi la sua distanza da una retta di sito 
AB , nel piano stesso , e quella del punto ove tal distanza 
l' incontra da un altro punto A dato in essa • E lo stesso a- 
Trebbe luogo , se essendo obbliqui gli assi AB, AG [ fig. 3* 
ft.1.] , le PY , PX si supponessero parallele rìspettiyamen- 
te ad essi (^pr. 3. n. 3. J • 

21. Queste AX , Ax [ fig.3.n.2. ] , che in un degli assi 
AB corrispondono dal punto A , intersezione di essi , agli e^ 
stremi delle parallele alV altro asse tirate da' punti P, j>, ec, 
si dicono ascisse per questi punti , e le FX^ px^ ec. le corri- 
spondenti ordinate , ed insieme considerate l' ascissa ed or- 
dinata per ciascun punto sogliono dirsi coordinale di esso* 

Il punto A pòi donde cominciansi a contar tali ascisse , 
8Ì dice principio delle ascisse , o anche origine delle ascisse. 
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PROPOSIZIONE Vili. 



TBOEBMA. 



21. Una linea curva segnata in un piano sarà da- 
ta di sito j se sia dato di sito ciascun punto di «s-* 
sa rispetto a due assi , o direttrici assegnate in tal 
piano • 

Ciò è chiaro dal tegrema precedente , e dalla def. 3. 

23. ScoL. Nel presente teorema abbiamo supposta la cur- 
Ta come non definita, cioè comanqne segnata nel piano ; che 
se per ciascun suo punto fosse stabilita uua costante rela- 
zione tra r ascissa e la corrispondente ordinata , in tal ca« 
so non solamente rimarrebbe assegnato il sito di essa ; ma 
anche la sua natura risultante da questo rapporto ; ed essa 
potrebbesi anche descriver nel piano con un niovimento con- 
tinuo , senza assegnarla punto per punto. 

Cosi se, p.e. , fosse stabilito, che le ordinate FX, pxy ec. 
[ fig» 3.n. 2. ] corrispondessero inversamente alle ascisse 
ÀX, Aj7, ec.y la curva de' punti P, p , ec. sarebbe un' iper- 
bole tra gli assintoti AB , AG ; ed ^segnato il punto F di es- 
sa , potrebbe facilmente descriversi ( Sez. con. pr.Q.IV* J- 

Ma queste considerazioni appartengonsi di proposito alla 
Geometria analitica , ed alla teorica delle curve , per asse* 
gname le proprietà , e per risolvere su dì esse i problemi , 
che vi si possono proporre. 
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PROPOSIZIONE IX 



TEOBEMA. 



34* Se nel piano , sieoodalì tre punii ^ sarà da- 
to il sito, e la grandezza' di quel triangolo , che si 
ottiene congiugnendoli : e sarà di più data la sua 
specie y cioè gliesene potrà costituire un altro si- 
mile • 

Imperocché le rette che cougiuagoao que* tre punti sono 
date di sito , e di grandezza (pr» '^ O ' ® P^^ ^^ triangola 
che ne risulta sarà dato di sito , e dì grandezza . Ed essen- 
done pur dati gli angoli (pr. 6.) esso sarà dato di specie . 

25. CoE. Adunque : Sarà dato di sito , di grandezza e di 
specie quel retlitineoy che risulla dal congiugnere più punii da- 
ti in un piano , tre de qiudi non sieno mai per dritto y ciascu- 
no una sola volta con un altro . Poiché si è dimostrato , che 
di sito 9 grandezza, e specie sono dati que' triangoli ne' quali 
un tal rettilìneo si divide « 

Scolio generale. 

26. Le poche yerità che si sono stabilite sulla teorica del 
silo nel piano de' punti y delle lìnee , e di quelle figure di 
cui trattasi negli Elementi di Geometrìa Piana, sono sufficien- 
ti a far acquistare un' esatta nozione del sito nello spazio , di 
cui or ora passeremo ad occuparci ; che però eccederemmo 
inulilmenle il nostro scopo rapportandone altre, che da que- 
ste si derivano , e che sono necessarie ad apprendersi da co- 
loro y che Tolessero occuparsi con successo della soluzione 
de' problemi così detti di sito , difficili a risolversi con l'an- 
tica analisi ; ma molto piii riluttanti a' metodi de' moderni , 
che spesso riescono infruttuosi . 
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CAPITOLO III. 

db' detebninanti del sito de' punti, delle linee eettb^ 

e degli angoli nello spazio. 



27. Finora si è Tediato il modo da esibire il sito di alcuni 
oggetti geometrici nel piano , conviene ora passare ad asse^ 
gnar quello di definire il loro sito nello spazio ; e questo pro- 
blema è più difficile del t>recedente , perchè lo spazio non 
potendosi rappresentare in rilievo , o almeno non conducen- 
do ciò fare a' bisogni delle arti , conviene ritrovar espedien- 
ti , per avere in disegno sopra un foglio di carta , o sopra 
una stess' aja i determinanti del sito di quelli oggetti geome- 
trici , che debbono risultar dati nello spazio. 

a8. Def. V. Vev projezione di un punto sopra 
un piano intendesi V incontro con esso della per-* 
pendicolare abbassatagli da quel punto ^ ed il pia- 
no prende nome di piano diprojezione. Quali' in- 
contro suol dirsi piede della perpendicolare : e la 
grandezza di questa dicesi altezza del punto sul pia- 
no ^ poiché in eflfetto essa misura la distanza di 

quello da questo • 

29. Con. JW^' t punti della perpendicolare ad un piano 
hanno su questo la stessa projezione . 

3o. Def. vi. un piano ad angolo con un altro si 
dirà abbattuto con questo , se giri tanto intorno al- 
la loro comune sezione , che giunga a formare con 
esso un piano solo • 
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PROPOSIZIONE X, 



TBORBHA . 



3 1 . Le proiezioni di tutt* ì punti di una linea 
retta , sopra un piano , sono allogate in un' altra 
linea retta. 

Imperocché tolte queste projezioni vengono ad essere al- 
logate nell'inlersezione del piano di projezione, con quell'al- 
tro perpendicolare ad esso , che passa per la linea retta ( 38 
El. XL J ; B quindi in un' altra linea retta ( 3.EI. XI. J. 

32. CoE. 4 • Tutte le linee rette tirate in un piano perpen^ 
dicolare ad un altro , hanno y per loro cornane projezione su 
questo y X intersezione di taU piani . E quel piano suole ordi^ 
nariamente dirsi piano progettante delle linee rette , che in 
esso tiransi. 

33. Cor. 2. Per determinare le projezioni di una linea ret- 
ta sul piano , basta determinare sopra questo le projezioni di 
due punti di essa • Adunque : 

34* D£F. yii. La linea retta che unisce sul pia- 
no le projezioni di due punti esistenti nello spazio ^ 
è la projezione su tal piano della linea retta ^ che 
passa per que' punti • 

35. Cor. Quindi : Se la linea retta da projettarsi sopra un 
piano è perpendicolare a questo ; la sua projezione sopra e5- 
so sarà quel punto ove V incontra • 

36. Def. Vili. La linea retta si dìvk parallela al 
piano j s' è parallela alla sua projezione su questo. 

37. Cor. 1. Adunque: Se per un punto , cK b nel piano , 
si tiri la parallela ad una linea retta ad esso parallela ; la li- 
nea retta tirata dovrà giacere nel piano . 
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38. Cor. 2. Una linea retta temanola parallela al piano 
adegua la ma projezione su questo . 

39. Scoi. E facile avvertire y che il concetto della prece- 
dente definizione possa estendersi , e quindi aversi una li- 
nea retta per parallela al piano , s essa è parallela a qua- 
lunque linea retta tirata in questo. 

Scolio generale « 

40. Per le scienti rìcercbe supporremo stabilito un pia- 
no nello spazio come termine di rapporto degli oggetti geo- 
metrici , che in questo si vogliono fissare , cioè de' quali sì 
vuol determinare il sito • Una tal supposizione non è imma- 
ginaria , ma reale : poiché in natura si. può sempre prendere 
per questo piano V orizzonte di un dato luogo della terra • 
Quel tal piano suole perciò chiamarsi orizzontale ; e dicesi 
verticale ogni altro piano perpendicolare ad esso^ e del qua- 
le è dato il sito , com' è chiaro , se é data semplicemente la 
sua comune sezione col piano orizzontale . Parimente si do- 
vrà avere come un piano fissato nello spazio , e che si potrà 
perciò anche prendere come termine di rapporto degli ogget- 
ti , che si vogliono in questo rappresentare , ogni altro pia- 
no di cui è data la comune sezione col primo j e V angolo 
iB cui s' inclina quello a questo. 

Inoltre la projezione di un punto , eh' è nello spazio , sul 
primo di tali piani , si dice projezione orizzontale ; e 3' essa 
è sul piano verticale , si chiamerìi projezione verticale . 
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PROPOSIZIONE XI. 



tEOEEHA. 



4 1 • Se è data la projezione dì un punto , cV ò 
nello spazio , sopra un piano di sito ^ e F altezza 
di esso su questo \ sarà dato il sito del punto. 

Imperocché un tal punto non potrk essere ^ se non cpiel 
solo rappresentato dall' estremo della perpendicolare tirata 
al piano di sito dalla projezione data in esso , ed uguale al- 
l' altezza data ; che perciò dovrà esser dato di sito (defS). 

PROPOSIZIONE XIL 

TBOBEVA. 

4^. E dato il sito di un punto nello spazio , se 
ne sono date le projezioni su due piani , che s' in- 
contrano • 

Rappresenti k \ fig* 4.'\ niì punto di cui sieno date 
le projezioni a , a' su i piani LN , LP , che s' intersegano 
nella linea retta LM. E chiaro che se per le Aa , Àà' y che 
sono le altezze rìspettiTc di quel punto stt que' piani di pro- 
iezione y s' intenda passare un piano , questo dovrà esser 
perpendicolare a' due LN , LP (i8. EL XI.) ; e quindi le 
sue comuni sezioni Sfa , k!a' con questi , dovendo essere 
anche perpendicolari alla LM (i9* EU XI.) , comprende^ 
ranno l' angolo d^ inclinazione dell' un piano all' altro (def.6 
EL XI. ) . Adunque nel quadrilatero S!ak'a' saranno dati 
tutti gli angoli , e di pili i lati k'a , k'a^ intorno ad un di 
questi : che perciò esso potrà geometricamente esibirsi ; ed 
in tal modo verrà ad esibirsi la Aa , o la Àa% cioè 1' altez* 
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» del punto A sopra uno de' piani di proiezione. Laonde 
tal punto dovrà esser dato di sito (pr. H ) . 

43. Co». 1 . Se mai i piani di proiezione LN , LP fossero 
ortogonali , in questo caso sarebbe retto l' angolo aAV e 
quindi un rettangolo la figura AoA'a' ; adunque sarà ka n- 
guale ad o'A , ed AV uguale ad ak , cioè : £' altezza del 
punto A wpra tino depiani ortogonali diprojezione, b quanr- 
io la peipendicolare , che daUa projezione di esso suW olirò 
di taU piani si abbassa sulla comune sezione loro . Laonde in 
questo caso resta facilitata moltissimo l' esibizione del dato 
punto da' suoi determinanti espressi nel presente teorema : 
e però è questa l' ordinaria posizione de' piani di projezio- 
ne , che assnmesi nelle arti del disegno . Noi però trattando 
la dottrina de' siti in forma puramente geometrica , abbiamo 
doTuto considerar le teoriche de' determinanti di essi gene- 
ralmente , e però per due piani qualunque , dalle quali fa- 
cilmente discendesi al caso particolare per le arti ; e quan- 
do avvenisse , che in questo caso la costruzione potesse ri- 
cevere una modificazione anche maggiore di quella che rego- 
larmente derivasi dalla soluzione generale , non abbiamo tra- 
lasciato di recarvela. 

44. Co». 2. Se i punti A , C sieno ugualmente aia sul 
piano di projezione LN , anche le loro projezioni a' , e' sul- 
1' altro di tali piani dovranno essere ugualmente alte sul- 
la LM : che perciò la retta «V cfte le unisce sarebbe pa- 
rallela ad essa LM ; vale a dire , che : Se una linea reUa h 
parallela aWun de' piata ortogonali di projezione ; la sua 
projezione sulT altro di questi , è parallela aUa comune se- 
zione loro . 

46. Scoi. 1. Volendosi trasportare la projezione a" 
ifig.5.}òim ponto A , da un piano NP obbKquo al pia- 
no LN, su cui del punte stesso n' è data 1' altra projezione 
« , ad un piano LP perpendicolare a questo ; bisognerà pri- 
ma detennimre U Aa , per mezzo della costruzione espo- 
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sta nel teorema , ed ìndi tirare da a la aV perpencUcokre 
alla LM comune sezione de' piani LN , LP , poi elevare ad 
èssa LM , dal ponto A' e nel piano LP , la perpendicolare 
AV uguale alla Aa ; sarebbe a' la proiezione cercata. 

46. ScoL.2. Che se la projezione a' del punto A voglia- 
si trasportare , dal piano NP obbliquo all' altro LN , sull' 
altro piano LP che s' inclini allo stesso LN in un angolo da^ 
to Q : biso gnerà anche determinar prima la Aa , tirare da a 
alla MIj 9 intersezione di questo secondo piano di projezio- 
ne con lo stesso LN y la perpendicolare ak^ ; ed indi presa 
in un lato dell' angolo Q la QR uguale a questa ak^ , con* 
durgli dal punto R la RS quanto la aA , e dal punto S tira- 
re all' altro lato dell' angolo stesso la perpendicolare ST : si 
comprenderà facilmente , che se dal punto A' si tiri alla ML^ 
nel piano LP , la perpendicolare AV ugnale alla QT ; il 
punto a' sarà la projezione del punto A su questo piano. 

Ed ognuno potrà vedere dal gik detto in questi due sco- 
Ij y e nella def. 7. , in qual modo si possa trasportare da un 
dato piano di projezione sopra un altro la projezione di una 
linea retta. 

47. Cor. Da' due scolj precedenti si ricava anche il modo, 
onde data la projezione di un punto sopra un piano, e la sua 
altezza su questo , si possa determinare la projezione di un 
tal punto sopra un altro piano ad angolo con qudlo • 






PROPOSIZIONE XI IL 



TEOREMA. 



48. È dato il sito di un punto nello spazio , se 
sono date le distanze , eh' esso serba da tre piani 
che s' incontrano scambievolmente in dati angoli • 

Imperocché essendo date le distanze Aa , Aa'^ {fig. 5*}^ 
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che il punto proposto A serba da' due piani LN , NP i qua- 
li s' inclinano in un angolo dato ; nel quadrilatero ÀaA^ V^ , 
che si ottiene tirando dalle projezioni a , a'' del punto A su 
que' piani , le perpendicolari ak!^ , a^^ji^^ alla loro comu- \\ 
ne sezione MM , ed intendendo congiunte le ka , Aa^^ , sa-- A 
ran dati tutti gli angoli , ed i lati dintorno all' angolo A'^ ; 
che perciò esso si potrà geometricamente descrivere, e quin- 
di sarà data la aA.'\ Similmente si dimostrerà , eh' essendo 
date le distanze ha , Aa\ che lo stesso punto A serba da'due 
altri piani dati NL, LP sia pur data la aA^. Adunque saran- 
no date le distanze che il pnnto a serba dalle due liuee rette 
ad angolo MN, ML; e quindi sarà dato il sito di un tal punto 
nel piano LN (^ pr. 7. ) . Laonde del punto A , eh' è nello 
spazio , n' è data la proiezione a su di un piano LN di si- 
to : è poi anche data V altezza aA di esso su tal piano ; per- 
ciò il suo sito sarà dato (^pr. H. ) . 

49. Con. Dalla deierminaxione del presente teorenui si 
rileva y che : Se sono date le distanze che un punto nello spa- 
zio serba da due piani che «' inclinano in un angolo dato , sa-^ 
ranno anche date le distante , che le projezioni di que punti 
su questi piani serbano dalia loro comune sezione. 

bO.ScoL.I.Se i piani LMP^ LMN^ FMN suppongansi or- 
togonali , l' angolo solido M sarà quello di un cubo , e le per- 
pendicolari ha^y tka'^ pareggeranno rispettivamente le loro 
projezioni ak\aÈi!' sul piano LN, i'una delle quali ak" po- 
trà prendersi sulla comune sezione opposta ML de' piani di 
projezìone , dal punto M y come la MA^ ; e si vedrà risultar 
noto il sito del punto A dal conoscersi le MA^, , k'a , aA . 
Or le tre rette Aa , ka' y ka" , o le loro corrispondenti 
BIA^ y k'a , ak parallele rispettivamente alle ML^ MN, MP 
diconsi le coordinate del punto A riferito agli assi , o diret- 
trici ML , MN y MP ; ed M è il principio delle coordinale. 
Adunque : £ dato il sito di un punto nello spazio^ se sono date 

le sue coordinate rispetto a tre assi ortogonali fissati nello spa^ 

2 
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zio . E yedesi ancora , che il sarebbe se gU assi essendo ob- 
bliqai,le coordinate fossero rispettivamente parallele ad essi. 
51.ScoL.2.La riduzione eseguita, per la ricerca proposta 
nel teorema , di due determinanti dt^l punto dallo spazio nel 
piano , dando luogo a quattro diverse posizioni del punto su 
questo (scoi. i.pr. 7» J ; sarà facile dedurne , che a quel- 
lo a determinarsi nel presente teorema di dati gliene corri- 
spondano otto diversi , ciascuno in ciascuno degli angoli sò- 
lidi de' tre piani di projezione indefiniti. 

PROPOSIZIONE XIV- 

tEOBEMA. 

' Sa. Se sono date sopra un piano le projezìoni dì 
due punti 9 e le loro altezze rispettive sul piano ^ sa- 
rà dato il silo della linea retta che passa per essi. 

Imperocché sono dati di sito due punti pe' quali essa pas- 
sa ^ e per gli quali non ne passa che una sola; che perciò ta- 
le linea retta dovrà esser data di sito ( def. d. ). * 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOBteHA. 

53. Una linea retta è data di sito nello spazio , 
se sono date le sue projezioni su due piani che 
s incontrano • 

In una delle projezioni a^h^ [ fig* 4."] della linea retta 
nel piano LF prendansi i punti a\ b^j da' quali si tirino al- 
la LM le perpendicolari a'À^, b^^ ; poi da' punti A' , B' 
conducansi aUa stessa LM , nell' altro piano LN , le per- 
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pendicolari A'a, B'i, sino alla projezioDe ab della linea ret- 
ta stessa in questo piano : ì punti a , b rappresenteranno 
le proiezioni sul piano LN di que' punti della linea retta 
proposta , che avevano per loro rispettive projezioni sulFal- 
Irò piano LP le J ^V . Adunque essendo date di ciascuno 
dì tali punti le rispettive projezioni su due piani che s' in- 
contrano , ne sarìi dato il sito (pr.H. ) ; e quindi sarà da- 
ta di sito la linea retta che passa per essi ( pr. 44. ). 

Scolio generale. 

54* Si è veduto ne' §§. 41 e 42 , 52 e 53 esser determi- 
nanti di un punto nello spazio o la sua projeztone sopra un 
piano di sito , e V altezza su questo ; o pur le projezioni su 
due piani ad angolo: e similmente, che i determinanti di una 
linea retta nello spazio sono , o le projezioni di due suoi 
punti sopra un piano, e le loro altezze rispettive su questo ; 
o pur le projezioni di tale linea retta su due piani ad angolo. 
Or i primi due modi di determinazione, cioè quelli de' §§.41 
e 52 , sono da posporsi ai secondi 42 e 53 ; poiché pri- 
mieramente questi , e non già quelli danno grandissima fa- 
ciltà nelle costruzioni ; e poi se fossero molti i punii dati , 
a diverse altezze sopra un piano , potrebbe facilmente nel 
primo modo (41 e 52) prodursi confusione, e scambiarsi l'al- 
tezza di un punto con quella di un altro , non esistendo con- 
nessione alcuna, né ordine tra le projezioni di que' punti se- 
gnati nel piano di projezione, e le loro corrispondenti altez- 
ze esibite a parte. Adunque i geometri, e gli artisti in pratica 
hanno s^npre presi per determinanti del sito di un punto , o 
di una linea retta nello spazio le loro projezioni su due pia- 
ni ad angolo ; che perciò , ogni qual volta in appresso si di- 
rà dato nello spazio il sito di un punto , o di una linea ret- 
ta , dovrà intendersi , che ne sien date le loro projezioni sa 
due piani ^ che s' inctinano io uà dato angolo , Siccome poi 
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riesce piti facile rìcaTare da questi determinanti il sito di ta-. 
li cose geomelriche nello spazio , allorché i piani di proje- 
ztone sono ad angolo retlo , come si è già veduto di sopra 
(43) , e che altronde tale supposizione non deroga alla gene- 
ralità delle costruzioni, potendosi nella maggior parte de' ca- 
si prender questi piani ad arbitrio ; si suole quindi sceglie- 
re per essi la posizione ortogonale • 

Affinchè però non mancasse in qualche caso il mezzo di 
fare altrimenti y ed anche per dare a questo alimento geo- 
metrico la generalità ad esso propria, abbiamo ne'§§.42 e 53 
esposta la maniera di determinare il sito di un punto, o di 
una linea retla nello spazio , per mezzo delle sue projezioni 
generalmente, cioè supponendo che i piani di projezione fosse- 
ro obbliqui ; ed abbiamo di piii anche mostrato^ in qual modo 
la projezione di un punto , e quindi quella di una linea retta 
si possano da un piano obbliquo ad un altro trasportare so- 
pra un piano perpendicolare a questo (46) ; né in appresso 
tralasceremo dare i mezzi convenevoli da eseguire su i piani 
di projezione obbliqui quelle eostruzioni di vaij problemi 
di sito che risolveremo , e che per le ragioni poc' anzi det-^ 
te , ed anche per metodo eseguiremo sopra piani ortogonali. 

55. Di più y dovendosi per gli usi pratici rappresentare 
le due projezioni in disegno sopra uno stesso foglio di caria, 
o sopra una medesima aja , si sono perciò determinati gli 
artisti a supporre abbattuto il piano verticale . La projezio- 
ne verticale è dunque sempre disegnata sopra un piano in 
continuazione coir orizzontale ; e per Csursi un' idea dell' og- 
getto disiato bisogna immaginare , che una convenevol ri- 
voluzione in senso contrario a quella , che il piano verticale 
ha dovuto lare per abbattersi , lo rimetta nd suo primiero si- 
to . Ciò posto j per distinguer bene il piano orizzontale dal 
verticale abbattuto con esso , si suole segnare con una linea 
pia forte la comune sezione de' piani di projezione nel di^ 
ségno •* 
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Così la projezione verticale ab' di una linea reità AB 
Iflg. 4J\ esistente nello spazio , non si esegue realmente sul 
piano verticale FQLM nel suo vero sito ; ma sì bene sul- 
r altro F'QXM , che rappresenta quello abbattuto coli' oriz- 
zontale LM1N0 . Una tal disposizione ^ indipendentemente 
dalla ragione poc' anzi addotta ^ e dalla facillà di esecuzio- 
ne che dà al disegno , ha ancora il vantaggio di abbreviare 
la determinazione delle projezioni • Supponendo in fatti^che 
i punti a , a^ sieno le rispettive projezioni del punto A so- 
pra i piani LN , LP , è chiaro , che le perpendicolari tira- 
te da esse alla comune sezione LM de' piani di projezione , 
le quali debbono concorrere in uno stesso punto A' di questa^ 
continuando ad avere un tal sito per rapporto alla LM , anr 
che quando il piano verticale si è abbattuto , verranno a for- 
mare una sola linea retta • Yale a dire , che : Essendo data 
la projezione di un punto in uno de^ piani di projezione ; la sua 
projezione sulF altro di questi abbattuto col primo esisterà netta 
perpendicolare indefinita , che dalla projezione data tirasi alla 
comune sezione di que^ piani. E perciò se quest' altra proje- 
zione dovesse anche esistere in una linea retta di sito tirata 
in quest' altro piano , essa sarebbe quel punto , ove una tale 
linea retta è incontrata da quella perpendicolare » 

Tutto ciò che in questo §• si è detto pe' piani ort(^onali 
di projezione, si deve intendere anche quando sieno obbliqui. 

56. Bisogna inoltre avvertire y per la chiara intelligenza 
delle seguenti costruzioni , che a fine di rendere più conce- 
pibili in disegno le diverse parti di ognuna di esse , e tal- 
vòlta ancho per rendere più agevole la maniera di esprimer- 
le^ adopreremo le lettere maiuscole A , B , ec. ad indicare i 
punti esistenti nello spazio , e queste segnate con una virgo- 
letta superiore a destra, che suol dirsi apice^ come A^B^,ec. 
dinoteranno i punti allogati nella comune sezione de' piani di 
projezione. Inoltre ì punii esistenti nel piano orizzontale sa- 
ranno dinotati colle lettere piccole a ^ b ^ ce. ^ e quelli che 
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troTansi nel piano verticale , dalle stesse con un apice , nel 
seguente modo a' ^h\ te. ; ed ogni punto nello spazio y m 
le sue projezioni , come anche queir altro in cui la linea ret- 
ta che unisce queste intersega la comune sezione de' piani di 
projezione , quando 1' uno si suppone abbattuto coli' altro , 
Teriaauo sempre contrass^ati da una stessa lettera variata 
però nella guisa poc' anzi detta \ in modo tale , che se quel 
punto era dinotato con A, le sue projezioni saranno espresse 
da a , a', e da A' \ intersezione della retta aa! con la LM . 

Finalmente ad oggetto di render meno complicate le figure, 
e più intelligìbili le soluzioni , si è sempre supposto , che 
ciò che deve aver luogo in ciascun problema succeda in un 
solo de' quattro angoli de' piani di projezione indefiniti ; la 
quale supposizione nulla detrae alla generalità di esibizione 
del quesito, e non toglie i mezzi da far diyer&ifmente, quan- 
do ciò non si avveri • 

£ per la stessa ragione abbiamo tralasciato , nelle presen- 
ti ricerche ^ le esibizioni diverse del dato per conseguenza y 
cui si può pervenire per la diversa disposizione che si asse*- 
i;ni a' dati per concessione , relativamente a' medesimi assi 
coordinali . Né tampoco il faremo ne'problemi , che dovre- 
mo risolvere nel presente trattato; potendosi ciò supplire &- 
cilmente , senza dar luogo ad inutili lungherie. 

PROPOSIZIONE XVL 

TEOREMA. 

57. Date le projezioDi dì una linea retta su due 
piani che s' incontrano^- saranno determinabili 1 
punti ov' essa gU incontra. 

Cas. 1. Dinoti LM [ fig. 6. ] la comune sezione de'pia-^ 
ni di projezione , che suppongansi primieramente ortogona-. 
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hf ed ae sia la projezione orizzontale di una linea reità, ch.'è 
nello spazio , la quale projezione incontri la LM in B%ay 
ne sia yerticale. Dovrà nna tale linea retta esistere nel piano 
yerticale che passa per oc (pr.40.) ; che perciò essa dovrà 
incontrare \ altro piano di projezione nella perpendicolare 
jyy tirata dal punto B' alla LM , nel piano verticale ; poi- 
ché questa perpendicolare viene ad essere la comune sezione 
del piano verticale di projezione co) poc^ anzi detto piano 
verticale in cui esiste la linea retta proposta (" i9*ELXL ). 
Ma questo punto d' incontro dee trovarsi anche nella a' V \ 
mentre quella linea retta ^ e questa sua projezione esistono 
in un piano stesso » Adunque il punto cercato sarà \ interse- 
zione V della ^'V colla a'V . E similmente se dal punto C* 
ove la linea retta a^b^ incontra la LM si tiri a questa la per- 
pendicolare Ce , nel piano orizzontale , il punto e ove 8Ì£^ 
fatta perpendicolare intersega la ac sarà V incontco della li* 
nea retta proposta col piano orizzontale • 

Cab. 2. Sieno ora obbliqui i piani di projezimie LN , LR 
[ fio* 7. ] • E poiché il punto ove la linea retta proposta in- 
contra uno di tali piani LP dee ritrovarsi non solamente nelr 
la projezione a V di tal linea retta su questo piano, ma an- 
che nella comune sezione del piano slesso colf altro perpen- 
dicolare ad liN condotto p^ a^, nel quale la linea retta pro- 
posta esiste (pr.iO. ) ; dovrà perciò quel punto d' incontra 
esser Tintersezione di questa comune sezione colla a^6^Noa 
dee dunque fiirsi altro, che mostrare come possa determinarsi 
questa comune sezione . A tal uopo si prenda nella LM un 
punto E' ad arbitrio , e da esso gli si condacano le due per- 
pendicolari 'Efe^ }£fe\ ne' due piani LN , LP rispettivamen- 
te , e la prima di queste si produca fino alla ab y \ altra s'in- 
tenda prolungata fino ad incontrare in e^ la comune sezione 
che si vuol determinare . Ed essendo il piano eE^e' perpen- 
dicolare alla LM ( 4.XL ) , e quindi al piano LN(7^.Jr/.) 
al quale é anche perpendicolare quell' altro che si é suppar 
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sto passare per la ah\ doyrìi la loro comune sezione eV esser 
anche perpendicolare allo stesso piano LN (49. XJ.) ; che 
perciò ¥ angolo e^eE^ è retto . Laonde nel triangolo rettan- 
golo e^eE' essendo dato 1' angolo eEV y eh' è l' inclinazione 
de' piani LN , LP , ed il Iato We , si potrà esso geometrica- 
mente costruire , e quindi si esibirà la sua ipotenusa EV . 
Adunque si farà noto nel piano LP un punto e' della comune 
sezione cercata : ma questa dee poi passare anche per lo 
punto C OTC la ab incontra la LM ; che perciò essa sani la 
C^e' ; ed il punto /^ove intersegansi la C^c' e la a' b^ sarà il 
punto d' incontro della linea retta proposta col piano LP. E 
similmente si determinerebbe rincontro di essa coll'altro pia- 
no LN • 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOEEMA* 

58. Data la grandezza di cìascana delle proje- 
-zioni di una linea retta terminata di sito ^ sarà an** 
che data la grandezza della linea retta. 

Imperocché sia la linea retta terminata AB [ ftg. ^* ] ^ le 
cui projezioni su i piani LN , LP sieno ab y a'V ; saranno 
le Àa y B£ perpendicolari al piano LN (def. 5.J: se dun- 
que tirisi per 1' estremo A della AB , che ha minor altezza 
sul piano LN, la AC parallela alla ab ; sarà la AC uguale al- 
la ab (38) , e perciò data • Ma è poi la BC quanto la diffe- 
renza di altezza de' punti A , B sul piano LN , la qual diffe- 
renza è data, subito che i punti A, B sono dati di sito (42). 
Adunque sarà anche data la AB , eh' è V ipotenusa di un 
triangolo rettangolo i cui cateti sono le AC , CB. 

59. ScOL. 1. Se i piani di projezione si supponessero or- 
togonali ; per ottener b differenza di altezza degli estremi 
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A , B della linea retta proposta sopra uno <li tati piani LN , 
basterebbe tirare per la projezione a' del punto A sul pia- 
no LP' la aV parallela alla LM ; sarebbe c^b^ la differenza 
cercata (43). Adunque in questo caso , se prendasi nella cV 
la c^hf uguale alla ab , e giungasi la yfi^ ; saiii questa quan- 
to la linea retta AB • 

60. Scoi.» 2. Dalla semplice ispezione della figura si ri- 
leva , che BA stia ad AG j o ab ^ come il ra^o al coseno 
dell' angolo d' inclinazione della BA al piano LN della pro- 
jezione ab j cioè y che : Una linea retta neUo ipazio sta al- 
la sua projezione sopra un piano , come il raggio al coseno 
deir angolo dH inclinazione di quella a questo ; che perciò si 
Tede anche , come data la grandezza delle projezioni di una 
linea retta di sito , si possa determinare V angolo delU sua 
inclinazione a ciascuno de' piani di projezione • 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TBOaSMA. ^ 

6i • Date di sito due linee rette , die s' interse- 
gano nello spazio ^ sarà dato il sito del punto di lo- 
ro intersezione • 

Imperocché un tal punto dovendo ritrovarsi nel tempo 
stesso in ciascuna di tali linee rette , la sua projezione sa 
r un piano o V altro di projezione dovrà essere allogata in 
ciascuna delle projezioni di quelle linee rette sopra questo ; 
che perciò essa dovrà essere V intersezione di tali projezio- 
ni • Adunque di un tal punto essendone date le projezioni 
sopra due piani che s' incontrano , ne sarà dato il sito 
(pr. i2. ) . 

62» Con. Laonde : La linea retta che si tiri dalV interse- 
Mne delle projezioni , sopra di un piano , di due linee rette j 
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che s* iniersegano nello spazia , alt intersezione dette medes^ 
me linee rette sìdT altro piano diprojezione aòtatiuto colpri" 
fMO y deve rmUtar perpendicolare alla comune sezione de pito- 
ni diprojezione (55). 

63.Sgol. Che se tale congiasgente risulti perpendicolare 
alla comune sezione de' piani di projezione , dod sarìi quer 
sto un criterio generale da arguirne , che le linee rette pro- 
poste nello spazio s' interseghino , come alcuni geometri 
descrittivi , tia i quali il Lacroix y han detto ; poiché ciò 
può avvenire senza che queste linee rette s' interseghino 
nello spazio , ogni qual volta una di tali rette esistesse in 
un piano perpendicolare a' due di projezione , nel qual caso 
la coDgiungente si confonde colle proiezioni di questa lìnea 
retta . Noi daremo nel cap. lY. un principio generale per 
conoscere quando , intersegandosi le projezioni di due lineq 
rette su i piani di pfojezione , a' interaegano anche le linee 
rette nello spazio • 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

64 • Dati di sito i lati di un angolo piano ^ qne^ 
sto sarà dato di grandezza , e di sito • 

Sieno té yac[fig. S.^le projezioni de' lati delT angolo 
in un de' piani di projezione , a'b' , a^c' le corrìspoudenti 
suir altro di essi ; saran dati i punti d ^ e ove tali |ati in- 
contrano r un di cotesti piani Cpr. i6. J ^ e quindi la de 
( pT. 4» ) • Di più saran date di grandezza le projezioni 
aW y ad di un lato di quelF angolo , come anche quelle 
aY/y ae dell' altro lato ; e quindi la grandezza di questi 
( pr, 47. ^ : ma è pur dato il lato de , che lo sottende; la- 
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onde tal angolo si potrà geometricamente esibire , e pereiò 
sarà dato di grandezza • 

Ed essendo dati di sito i suoi lati , e perciò il suo verti- 
ce (pr. i8. ^ ; il sito di esso dorrà esser dato ( def. .2 e 3). 

PROPOSIZIONE XX, 

TBOaSIIA. 

65. Dati dì sito i vertici degli angoli di una figa-? 
ra rettilinea , nello spazio ; la figura sarà data di 
sito , di grandezza ^ e di specie • 

Imperoccbè le linee rette che congìnngono le projezioni 
date de' vertici d^li angoli della figura su ciascun piano di 
projezione , ognuna con quella che gli è prossima y sono le 
projezioni de' lati corrispondenti di essa ; che perciò questi 
saran dati di sito ; e quindi di sito sarà data la figura da 
essi terminata (^ def. 3. ) . Inoltre sarà data la grandezza di 
que' lati (pr.i7.) , e quella d^li angoli compresi (pr.id.). 
Adunque si potrìi geometricamente descrivere una figura ret- 
tilinea uguale , e simile alla proposta ; e quindi questa sarìi 
anche data di grandezza , e di specie • 

PROPOSIZIONE XXI. 

TBOEEMA* 

66. Un triangolo dato di sito nello spazio sta 
alla sua projezione sopra un piano di sito y come il 
raggio al coseno dell' angolo in cui inclinasi a que- 
st o il piano del triangolo • 

Sia ABC il triangolo proposto [ fig. 9*] ; e per \ angolo A 
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di esso, di media altezza sol piano di sito dato si concepisca 
tirato a questo un piano NLM parallelo, il quale interseglii 
il piano del triangolo nella retta AD, dÌTÌdendolo però Belle 
due parti ABD, ACD, Y una al di sopra , V altra al di sot^ 
to del piano NLM. Ciò posto, dal vertice dell' altro angolo 
B di una di quelle s' intenda tirata la perpendicolare BF al 
piano NLM ; da F sulla AD la perpendicolare F£ , e con- 
giunte le AFy FD, BE; sarti la BE perpendicolare alU AD, 
e però l'angolo BEF F inclinazione del piano del triangolo al- 
l' altro NLM , o al proposto parallelo ad esso ; ed AFD la 
proiezione del triangolo BAD sul piano NIiM,o sul prc^posto : 
e risulta pur evidente , che stia il triangolo BAD alla sn 
proiezione AFD , come BE ad EF (^ ^. FL ) > cioè come il 
raggio al coseno dell' inclinazione del piano del triangolo al 
piano NLM , o sia al proposto di projezione « £ dimostran- 
do similmente , essere l' altra parte del triangolo , la ADC^ 
alla sua projezione sul piano stesso nella medesima ragione 
del raggio a quel coseno ; risulterà l' intero triangolo ABC 
alla sua projezione sul piano proposto , come il raggio al 
coseno dell'angolo in cui il piano di quello inclinasi a questo. 

67. Con. 1. Quindi : Un qualsivoglia poligono nello spa- 
zio starà alia sua projezione sopra un piagno di sito , come il 
raggio al coseno delF angolo in cui a questo inclinasi U piano 
del poligono. Poiché ciascun triangolo in cui dividesi il po- 
ligono proposto sta al corrispondente in cui dividesi la sua 
projezione sa quel piano precisamente in questa ragione • 

68. Con.2.£ da ciò potrà anche inferirsi, che : Una qua^ 
hmque figura piana nello spazio stia alla sua corrispondente 
projezione sopra un piano di sito y nella ragione del raggio al 
coseno delF angolo in cui a questo piano inclinasi quello della 
figura. Poiché può quella concepirsi divisa in triangoli di fi- 
nila , o infinitesilna grandezza , e così corrispondentemente 
la projezione di essa . Ma noi su di ciò dovremo ritornare in 
appresso , più convenevolmente dimostrandolo. 
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CAPITOLO IV* 



de' DETEBMIPrANTl DEL AITO I^e' PIANI , DELLE LINEE CCEVE 
CH' ESISTONO IN ESSI , DEGLI ANGOLI SOLIDI , 
E de' POLIEDRI NELLO SPAZIO. 



69. Def. IX. Dicesi traccia ài uq piano , eh' è 
Dello spazio , la sua intersezione con un de'piani di 
projezione : e se questi piani sieno uno orizzonta- 
le y Y altro verticale y la traccia sul primo di essi 
prenderà il nome di orizzontale^ e si dirà verticale 

quella suU* altro. 

la generale il nome di traccia si dà pure all' intersezione 
di una qualunque superficie curva con un de'piani di proje- 
zione ; ed in talune più recenti istituzioni di Geometria de- 
scrittiva si è ancora cosi denominato V incontro di una retta 
con un de' piani di projezioae « 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOnEMA* 

70. £ dato il sito di un piano dello spazio, se 
sono date le sue tracce su due piani di sito posti ad 
angolo • 

Imperocché se per una di qudle tracce date si concejMsca 
passare un pianole questo riToIgersi dintorno a tale linea ret- 
ta ; tra le infinite posizioni diverse ch'esso prenderà nello spa- 
zio 9 dorrà anche passare per l'altra delle tracce date , ed in 
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questo caso la sua posizione resterà detennioata^esseDdo esso 
il solo che può passare per queste due linee rette (2.ELXI.J 
71 . Cor. Adunque : Ogni qualvolta si dirà , che un piano è 
dato di sito nello spazio , bisognerà intendere^ehe ne sien date 
le tracce su due piani di sito posti ad angolo . 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOftEMA* 

7 2 • Se è data una delle tracce di un piano , ed 
un punto pel quale esso passa ^ il piano sarà dato 
di sito • 

Dinoti hfa [fig.iO.n.i J] la traccia data, e sieiio d j d'\^ 
projezioni del punto dato • Si prenda in A^a un qualunque 
punto by dal quale si tiri alla LM, comune sezione de' piani di 
proiezione , la perpendicolare bW^ sarà B^ la projezione del 
punto b sull'altro piano di projezione, se questi suppongan- 
8Ì ortogonali : che perciò , congiunte \t db ^ d'B' ; saranno 
queste le projezioni corrispondenti di quella linea retta , che 
dal punto dato nel piano proposto si tira al punto b preso 
nella sua traccia orizzontale A'a. Or una tale linea retta do- 
lendo esistere in siffatto piano , dovrà incontrare V altra trac- 
eia di esso sul piano di projeziooe verticale ) che perciò es- 
sendo determinato il punto e' ove quella liaea retta incontra 
questo piano di projezione ( pr. i6. cas. i. ) , sarà anche 
determinata \ altra traccia A^a' del piano proposto ; e quin* 
di esso sarà dato di sito (pr. 22. ) . 

Che se i piani di projezione non sieno ortogonali ; allora 
tirata da b {flg.iO.n.2'] la perpendicolare bW sulla LM, si de- 
scrìva sulla B^b il triangolo rettangolo B^Kb , in cui V angolo 
£B^ rappresenti V inclinazione de' piani di projezione • E- 
gli è chiaro , che se questi suppongansi nel loro -vero sito , 
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6 che il triangolo WKb si concepisca rivolgersi dintorno a 
9^6 y finché il suo piano divenga perpendicolare al piano di 
|>rojezione in cui esìste la A^b ; in tal caso WK dovrà allo* 
garsi neir altro piano di projezione perpendicolarmente alla 
LM , ed il punto K si troverà essere y in questa posizione , 
là projezione del punto b sul piano della projezione <f . A- 
dunque quando i piani di projezione si suppongano abbattu- 
ti si otterrà tale altra projezione , prolungando la bB^ in y , 
finche sia.B^i^ ugnale a B^K; il punto b' sarebbe quésta pro- 
iezione. Ed il resto della determinazione si otterrà nel modo 
stesso del caso precedente, applicandovi però per Vesibizio- 
ne del punto c^ il caso H. delia prop. 16. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA • 

73. É dato il sito di un piano, che passa per tre 
punti dati neUo spazio. 

Sìeno a^b ,c[ flg. ii. ] le projezioni de' punti dati sopra 
un de' piani di projezione , ed a' , &^ , e' le corrispondenti 
snir altro : si congiungano \eba , ac y e& ; & V^ ac% e'b\ 
queste congiungenti saranno le projezioni delle linee rette 
che uniscono i punti dati nello spazio , le quali esistendo 
nel piano che passa per tali punti , dovranno incontrare i 
piani di projezione in ciascuna delle tracce di quello su que- 
sti • Ma gì' incontri di quelle linee rette co^ piani dì proje- 
zione sono determinabili (pr.i6. ) . Adunque saranno an- 
che determinabili le tracce del piano, che passa per esse; e 
quindi sarà dato il sito di un tal piano nello spazio(pr.J2j2.^. 
' 74. Scoi. Per la determinazione di queste tracce non è ne- 
cessario esibire gV incontri di tutte le tre linee rette con eia- 
aòuno de' piani di projezione , ma basta esibire gì' incontra 
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e y ddì due dì esse eon uno di qne'piani , per avere k trac- 
cia edE' su questo ; e quindi , determinando il solo inconiro 
d^ di una delle stesse linee rette coU'altro piano di proiezio- 
ne , si avrà 1' altra traccia d^' , nel caso che la già deter- 
minata ed non siasi trovata parallela alla LM : ed in questo 
caso si otterrebbe la traccia che passa per if , tirando anche 
per questo punto una parallela alla LM ; giacché : Se una 
delle tracce di un piano è parallela alla comune sezione depia^ 
ni di projezionej anche V altra dee esser parallela a tale eomur 
ne sezione . 

LEMMA. 

75. Tutti que punti esistenti net piano di due linee rette di 

sito poste ad angolo , da ciascun de quali tirando ad esse le 

perpendicolari y queste seròansi tra loro una stessa ragione dar 

ta 9 debbono essere allagati in un altra linea retta di sito , che 

passa per lo vertice di quelT angolo . 

Sieno E , e due di tali punti [ flg. i3. n.i j ei. 1 y e y 
se è possibile , la linea retta Ee , che gli unisce ^ non passi 
per lo vertice A deir angolo compreso dalle linee rette di si- 
to AB , AC sulle quali da que' punti sonosi tirate le perpen- 
dicolari ED , EF ; edycf^e quindi interseghi una delle li- 
nee rette di sito AB nel punto G , F altra AG in H • £ poi- 
ché sta ED : EF :: M : N , ed é pure ed : ef :: M : N ; sa- 
rà ED : EF :: ed : ef , e permuUndo ED i ed :: EF : ef. Ma 
ED : ed :: EG : Gè , ed EF : ef:: EH : He . Adunque sarà 
EG : Gè :: EH: He ; e dividendo si avrà Ee : eG:: Ee : eH^ 
cioè eG uguale ad eH ; il che essendo falso , ne segue che la 
linea retta che passa per gli punti E^e , come anche per tut- 
ti quegli altri , che hanno la stessa condizione^ debba passa*- 
re per lo punto A. 

Ciò premesso , se AF si prenda di data grandezza y sarà 
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ilfttD U sito del punto F , e quindi quello della FÉ ^ cli'è per^ 
pendicolare alla AG nel punto F « Adunque sari anche dato 
il punto L ) dove questa ìntersega la AB (pr. ^. ) ; e perciò 
sarà data di grandezza la linea retta Vh {pr. i. ) . 

Laonde nel triangolo )L£D rettangolo in D , essendo ancor 
dato r angolo ELI) complemento del dato CAB ; sarà data 
la ragione di LE ad ED , che suppongasi espressa da P : M. 
£d è poi ED: EF :: M : N ; quindi starà LE : EF :: P : N; 
e per conseguenza sarà dato il punto £ nella linea retta di 
sito FL • Ma è pur dato di sito V altro punto A ; adunque la 
£A sarà data di sito • 

76.ScoL. Come il mostra la figura , la locale di cui è det- 
to nel teorema può dividere 1' angolo BAC [ fig. n. ^.], nel 
qual caso riducesi la ricerca di essa ad assegnare il punto E 
nella retta FL^ sicché stia LE : EF :: P : N ; che può ayw 
sempre luogo^ qualunque siesi la ragione di M : N , e quindi 
r altra di P : N. Può ancora cadere al di fuori dell' angolo 
BAC [ fig^n. £• ] ; ma in questo caso dovendo essere ED : 
£F :: M : N9 questa ragione ^ e però ancor Valtra di P : N, 
che adegua quella di LE : EF , dovrìi esser necessariamente 
di minore a maggiore . 

PBOPOSIZIONE XXV. 

tBOKEMA. 

77* È dato il sito di un piano nello spazio , se è 
data una delle sue tracce , e V angolo d' inclinazio* 
ne di esso al piano di projezione in cui esiste que- 
sta traccia • 

Sia k^a [ fig^iS. ] la traccia data ià un piano, che s' in^ 
clini a quello di projezione aA'L in cui questa esiste , in un 
ungolo dato P « 
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CAS.I.Soppongansi primieramente ortogonali ì piani di 
projezione , e p^ nn qnalnnque punto b della traccia data 
A'a , che supporremo esser V orizzontale , s' intenda passa- 
re un piano perpendìcoltire «ul essa ; un tal piano sarà ver- 
ticale : quindi intersegherà il piano orizzontale aAX nella 
perpendicolare iij , condotta dal ponto h idla À^a , il pia- 
llo di projezione verticale nella G^c^ perpendicolare alla 
IM ; e finalmente il piano proposto in una linea retta bc^ y 
che comprenderà colk bC V angolo d' inclinazione di questo 
piano all' orizzontale , cioè 1' angolo dato P ; ed il ponto e' 
di concorso delle Cc^ ^ bc^ sì apparterrìi alla traccia vertica^ 
le dèi piano proposto i. Àdunqoe se col centro C e col rag- 
gio Ùb si descriva V arco circolare bD' > e ndil' intersezio- 
ne D^ con la LM si costituisca l' angolo C^DV ugnale a 
P ; il punto e* d' intersezione del lato D V di questo con la 
€^€' perpendicolare alla LM si apparterrà alla traccia Terti- 
cale àV del piano proposto ; e quindi sarà dato il sitò di 
un tal piano nello spazio {pr. ii. )• 

Cab. 2. Che se i piani di projezione s' inclinino iti un an« 
golo dato Q £ fig^ i4. ] , e sia kfa la traccia data del piano 
proposto , ed ÀV quella che dee corrispondergli sull' altro 
piano di projezione • Da un punto e' preso in questa sìnten- 
da tirata al piano di projezione sottoposto la perpendicolare 
e' e , poi dal punto e si tirino alle aSf^ LM le perpendicola- 
ri c& , e C , e finalmente giungansi le c% , tQ! . È chiaro , 
che queste linee rette sieno anche rispettivamente perpen- 
dicolari alle A 'a ed LM ('ÌB ^ e 4* Et. XL ) ; e quindi 
che 1' angolo c'bc sia quanto P , e F altro cCV quanto Q 
( def» 6. XI. ) . Àdunqne nel triangolo rettangolo c'cb essen- 
do dato r angolo acuto cbc^ y sarà esso dato di specie ; e 
perciò sarà data la ragione di bc \ ce ^ che esprimasi per 
quella di M : R • Similmente nell' altro triangolo rettango- 
lo e'^cC' essendo anche dati gli altri suoi angoli , sarà data 
la ragione di e' e : eQ , che si esprìma per R : N . Adunque 
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EtoA c5 : cC' :: M : N ; e perciò il punto e sì appurterrìi 
Hd nna linea retta di sito ^ che dovrà passare per • lo ponto 
A' ( km.pr. ) . 

Ciò posto > ecco la detemina^ione per questo caso . Si e- 
aibisca ^ pel lemma precedente, la locale A^'E [ fig. i5, ] dì 
tntti qne' punti da ciascun de' quali abbassandosi sulle linee 
rette di sito A'a , Ali le perpendicolari , sieno queste nella 
ragione dì M : N, che ai è assegnata : poi da un qualsivoglia 
punto e di essa si tiri alla LM la perpendicolare cC, che sa* 
rk data , ed indi al punto e della cC si costituisca 1' angolo 
C^cB' quanto quello d"* inclinazione de' piani di projesione, 
cioè quanto Q ; la CD' dinoterà ^ com' è chiaro , la ce' del- 
la figura precedente , e la cD' esprìmerà la C V nella stessa 
%ura • Laonde se dal punto C si elevi nell' altro piano di 
{NTojezbne la GV perpendicolare alla LM , ed uguale a i;D% 
congiunta la AV^ sarà questa F altra traccia del piano pro- 
posto : che perciò esso sarà dato di sitò ( j9r« 22. )« 

PROPOSIZIONE XXVI. 

78» Dato il sito di un piano nello spazip ^ sarà 
iinche data la sua inclinazione a ciascuno de' piani 
di projesiooe^ ne' quali sono date le tracce di esso. 

Cab. In primo luogo i piani di projezione sieno ortogona* 
li y e preso nella loro oomune seùone LM l^fig^iS* ] un pun^ 
to qualsivoglia C^ y da questo gli si tiri nel piano della trac« 
eia K^ù^ la p^pradicolare C^c' fino all' incontro e' con la 
traccia k.W, e si conduca suU' altra traccia A/u la perpendi- 
colare C^ò : congiunta la c^b y dovrìi esser questa anche per- 
pendicolare alla A^a y e quindi V angolo c^bC^ sarà l' indi'* 
nazione del piano poposto al piano di projesione o\^ è la 
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sua traccia A^a , cioè V angolo da deiermiDarsi • Àdanqae ^ 
se col ccBiro C^ intervallo C'& descrivasi Y arco circolare 
bW , e r intersezione D' di esso con la LM conginngasi 
col ponto c% risalterà l' angolo cD^G^ dell' inclinazione del 
piano proposto a^Afa all' orizzontale . Ed in pari modo si 
otterrebbe quello in cui esso inclinasi al verticale di proje- 
zione • 

Gas. 2. Ghe se i piani di proiezione s'inclinino in nn an- 
golo dato Q [flg.i4.] , allora si faccia lo stesso apparecchio 
del caso 2. della proposizione precedente ; sarìi anche l' an- 
golo cfC^c quanto Q , e T altro c^bc dinoterìi l' inclinazione 
del piano proposto a^k^a a quello di proiezione in cui esiste 
la traccia À'a , cioè l' angolo da determinarsi . Or poiché il 
punto c^ nella retta di sito À^a^ può prendersi ad arbitrio^ si 
potrà perciò stabilire ad una data distanza dall' altro À'; che 
perciò quel punto sarà dato di sito ; e quindi sarà data di si- 
to e di grandezza la perpendicolare c'G' abbassata dal pun- 
to e sulla LM {pr.5. ) , e di sito il punto G^ ov'essa incon- 
tra la LM ( pr. 3» ) . Laonde nel triangolo rettangolo c^G^c 
essendo dato l'angolo in G'^ e l' ipotenusa (/G', si potrà esso 
costruire , e quindi si esibiranno i suoi cateti c'cy cG' : che 
perciò sarà dato di sito il punto e , e di grandezza la per- 
pendicolare cb , che da esso tirasi alla retta di sito À'a 
( pr. 5. ) . Adunque nel triangolo rettangolo c^cb y essendo 
dati di grandezza i cateti c'c , cb , esso si potrà costruire , 
e così resterà determinato 1' angolo c^bc • 

Ciò posto^ ecco la determinazione per questo caso del pre- 
sente teorema. Si prenda nella k'a^ [ fig. i6. ] un punto e' , 
dal quale si tiri la perpendicolare c'G' alla LM , e su questa 
perpendicolare descrivasi il triangolo rettangolo c'KG', in cui 
r angolo c^G'K sia quanto V altro Q d' inclinazione de' piani 
di proiezione . Si prolunghi la c'G^ in e , finché sia C'c u- 
guale a G^K , e dal punto e si tiri alla A'a la perpendicolare 
cb . Finalmente dal punto b si tagli sulla \'a \9ibd uguale al- 
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la c^K ; coDginnU la cef, V aogolo bcdstkvk quello nel quale 
ioclinasi il piano dato al piano di projezione in cui esiste la 
sua traccia k'a . E similmente si determinerebbe Y inclinazio- 
ne del piano dato all' altro piano di projezione in cui è Y al- 
tra traccia AV . 

79. ScoL. In una maniera analoga a quella de' due prece^ 
denti teoremi si potrebbe anche eseguire la determinazione 
del seguente : 

T E O E B M A. 

É dato il sito di un piano netto spazio^ se ni è data Una deU 
le tracce ^ e V angolo che questa dee coriìprendere coW altra. 

Imperocché in tal caso , supponendo essere ÀV \fig*44\ 
la traccia data, ed K'a quella da determinarsi^ si potrà , collo 
stesso artifizio praticato nel secondo caso del teorema prece- 
dente , pervenire a determinare il punto e . Ed allora, se co ^ 
struiscasi un triangolo rettangolo in cui l'ipotenusa sia quan. 
to la c'h! , ed uno d^li angoli acuti rappresemi 1' angolo 
dell' inclinazione delle tracce ; il cateto adjacente a questo 
doyrk esprimere in grandezza la kfb ; e perciò , se col cen- 
tro À', e con questo cateto per raggio si descriva 1' arco di 
cerchio xby^ la tangente eh condotta a quest'arco dal punto 
e determinera il punto b per dove dee passare 1' altra traccia. 



1 
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PROPOSIZIONE XX vn 



TSOmSKÀ. 



80 • Se un piano è dato di sito j sarà anche dato 
di sito ogni punto di esso , di cui sia data una pro^ 
jezione. 

Sieoo k'a y hfaf [ flg. 46. ] 1« traece del piano dato di 
sito y e nel piano di projezione in cui esiste la Sfa sia da- 
to il punto e , che indichi la projezione di un punto G del 
piano dato • E chiaro j che abbassandosi da e sulla kfa la 
perpendicolare cb , e poi intendendosi congiunto il punto G 
coir altro b ; questa eongiungente, la e &, e la Ce, eh' è Y al- 
te zza del punto C sul piano di projezione aATHl comprende^ 
ranno un triangolo rettangolo , in cui è dato T angolo €bc , 
come quello eh' è l' inclinazione del piano dato al piano £ 
projezione aÀ'M ( pr. 26. ) , ed è pur dato il eateto bc . 
Laonde costituendo al punto e della cbV angolo bcd ugnale 
al predetto angolo dato d^ inclinazione , l' altro cateto bd ad 
risultante triangolo ebd rappresenterìt l'altezza Ce del punto 
G sul piano della projezione data e ; che però un tal ponto G 
aara dato di sito {pr. ii.) 

PROPOSIZIONE XXVIH- 

TEOEBIIA» 

8 1 • Dato il sito di due piani che s' inters^ano ; 
sarà anche data di sito , e di grandezza la comune 
sezione loro. 



Siene k^a , AV [fig.i7.n.i.^ le tracce dell' un piano , 
h^b y Hfb^ quelle deli* altro y eàf yC rappresentino i ponti 
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076 s' int^segano quelle che esistono in uno stesso piano di 
proiezione , e quindi que* punti ove questi piani sono incon- 
trati dalla comune sezione de' piani dati a^k'a ^ b'B'ò . 
Ciò premesso, si determini la proiezione del punto f, che e- 
siste in uno de'piani di projezione, sulF altro di questi , ed 
al contrario la projezione di e suU' altro di essi ; e queste 
saranno rispettivamente i punti F' , E^ ove la comune sezio- 
ne LM de' piani di projezione è incontrata dalle perpendico- 
lari tiratele da' punti f % e', nel caso che quelli sieno ortogo- 
nali *y o pur saranno i punii f^, e determinati con la costru- 
zione esiluta nel caso 2. della prop. 23 ^ quando essi incli- 
ninsi in un dato angolo • E evidente, che nel primo caso le 
Gongiungenti eY\ Ef ^ sieno in sitò e grandezza le projezio- 
ni della comune sezione de' piani dati afhfuy b'^'^b , e nel 
secondo il sieno le e f ,. ef • Adunque una tale comune se- 
zione sarà data di sito e grandezza (pn i5. e i7. ). 

82. ScoL.i. Se 1' un de' piani dati fosse perpendicolare ad 
un di quelli di projezione ; la traccia di esso sa questo sareb- 
be la projezione sol medesimo della loro comune sezione ;. e 
costruendo 1' altra di esse sull'altro piano di psojezione ^ 
si verrebbe anche ad : assegnaw il silo di una retta esistente 
in un piano di sito , dcdP esseme data tma sola projezione, 

83. Seoi.2Xe tracce ah , a'b^ [ flg. i7. n. j?.] delF un 
de'piani dati,, e quelle cdy c'à! delF altro di essi suppongansi 
tutte parallele alla comune sezione LM de' piani di projezio- 
ne.Intal caso si concepiscano essi intersegati da un piano per- 
pendicolare alla LM, le cui tracce ,. cadranno nella perpendi- 
colare indefinita condotta a questa da un pinto P^in essa; ed 
ì punti ji, p' \ q^ q' ove tale perpendicolare intersega le aby. 
a'b'\ cd^ e'd' saranno gV incontri co'piani di projezione delle 
rispettive comuni sezioni di ciascun de'piani dati con queU 
lo che si è condotto . Adunque se espongasi 1' angolo P' delF 
inclinazione de piani di projezione,e su di un suo lato pren* 
dansi ^ dal punto F'^ le Yp^ M'q uguali a quelle corrisponden- 
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ti nelV un piano di projezione alle ab ^ ed ] sul!' altro Iato 
tagliosi le f^p\ V'(f uguali alle corrispondenti per le a'k^y 
c'd' neir altro di que' piani : congiunte le p /»^ ^ qq'^ queste 
rappresenteranno nel loro vero sito le intersezioni suddette y 
e '1 punto K corrispondera a quello del loro incontro nello 
spazio y pel quale dee passare la comune sezione de' piani 
proposti . Ciò posto, se dal punto K della figura descritta si 
tirino alle V^p , V'q' le perpendicolari KAr, Ikk'y queste deter-- 
mineranno , in ciascun piano di projezione , le distanze dal 
punto P^, alle quali debbono corrispondere le projezioni, an- 
cor esse parallele alla LM , della comune sezione de' piani 
proposti . 

Ma noi in appresso tralasceremo le costruzioni particola- 
lìssime di taluni casi delle ricerche di sito , che tratteremo 
generalmente , potendo esse formare un convenevole e van- 
taggioso esercizio di coloro , che versansi in questo ramo 
della Geomeltia de siti . 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

84' Dati di sito due piani che s* intersegano ; 
sarà dato Y angolo della loro scambievole iaclina- 
zione . 

Sieno A'fl, AV le tracce di uno de'piani dati , B'A , BV 
quelle dell' altro [fig. i8. ] ; sarà data di sito , e di gran- 
dezza la loro comune sezione ( pr. 28. ) , di cui ne sia fo 
una delle projezioni . Ciò posto y si prenda in fé un qualon- 
^ que punto h , cioè prendasi la fh di data grandezza , e si ti- 
ri per A la chg perpendicolare ad f e, fino alle tracce A'a , 
"B^b de' piani dati , che esistono in questo piano di projezio- 
ne : poi si concepisca passare per tale retta un piano perpen* 
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dicolare alla comune sezione de' piani dati^ cioè alla /è^, al- 
lorché i piani di pojezione si suppongono nel loro vero sito, 
e sìa K il punto ove tal piano incontra quella comune sezio- 
ne ; e quindi cK ^ ^K le intersezioni del piano stesso con 
ciascuno de' dati , le quali debbono esser perpendicolari al- 
l' intersezione di questi ; che perciò V angolo cKg eh' esse 
comprendono rappresenterà V inclinazione scambievole de' 
piani dati , e sarà quindi quello da determinarsi. Or suppo* 
nendo che i piani di projezione sieno nel loro vero sito , ò 
chiaro che nel triangolo fPi^e' essendo dati i tre suoi lati , 
debba esser pur dato l' angolo k'fe' ( 22. EL I. ) , o sia 
c/K : che perciò nel triangolo cKf rettangolo in K essendo 
data r ipotenusa cf , e F angolo acuto cfK , potrà esso co-^ 
struirsi , e quindi determinarsi la cK . Similmente si dimo- 
strerà che sia pur data la*^K . Laonde nel triangolo cKg es- 
sendo dati i tre lati^ si potrà esso geometricamente costratre, 
e quindi resterà determinato V angolo cKg , che cercavasi. 

O pure , nella linea retta XT prendansi le parti XQ, QT 
uguali rispettivamente alle ch^ hg^ e dal punto Q le si ele- 
vi la perpendicolare QY ; indi si applichi dal punto X la 
XY uguale alla cK , congiunta la YT sarà questa ij^uale al- 
la K^ , e V angolo XYT il richiesto. 

85. Scoi.. Nel caso analogo al considerato nello scolio 2 
alla prop. prec.^ è chiaro, che l' angolo cercato sarebbe per 
r appunto il kKk' nella figura costruita per esso . 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOEEIIA. 

86.Dato il sito di un piano^ e quello di una ret- 
ta che lo incontra nello spazio ^ sarà dato di sito 
il punto dell* incontro» 
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Sieno ak\ k'a le tracce del piana dato [ flg.'tS. } ^ e <f# 
^ef le projezioni della data retta, perla quale s'intenda pas- 
sare nn piano perpendicelare ad ano di quelli di projeuone 
« AX . Un tal piano àyrà per sua traccia su questo la stessa 
ile 7 e la sua traccia sidl' altro piano di proiezione # ÀX do- 
Trìi passare per lo punto ff do^e è questo incontiato dalla 
retta data , il qual punto si detenninerk per mezxp del pri- 
mo , o del secondo oaso dellaiprop. 16. ^ secondo che i pia- 
ni di projezione si suppongano ad angolo retto , o pure ob- 
bliquo • Laonde quest' altra traccia sarà rappresentata dalla 
g' F^ : che perciò essendo dati di sito i due piani a'A'a , 
g^'d^ doYEk esser data di sito la loro intersezione (pr.28-\ 
di cui una delle proiezioni cade nella medesima de , e altra 
sia la "Eff^. Or il punto ove quella retta di sito incontra il 
piano dato dovendo esistere nell' intersezione de' piani pò- 
e' anzi detti , la projezione di esso sul piano delia d'g"^ dovrà 
cadere nella /^£' ; ma dee anche trovarsi nella d^g% eh' è la 
projezione corrispondente della retta data • Adunque quella 
projezione sarà il punta e' ove s' intersegano le d^g^ y f^' ^ 
% poiché r altra projezione di quel punto d' incontro dee e- 
sistere nella dW , e nella perpendicolare indefinita , che da 
e' si abbassa sulla LM (n.óó.J ; perciò essa sarà il punto e. 
liaonde il punto d' incontro della retta col piano dato saia 
dato di sito (pr. 42. ) ^ 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOEEIfA. 

87 . Dati di sito an punto , ed un piano ^ sarà an- 
che data di sito, e di grandezza la perpendicolare y 
cbe dal punto tirasi al piano. 

Sieno A'a , AV [ flg. i9. ] le tracce del piano dato , a 
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d ^4' le projezioni del datp ponto . E pmdiè il piano che 
projetta la perpendicolare al piano aÀV sul piano di projer 
zione a ÀX , dee esaere nd tempo stesso perpendicolare 
a ciascuno di questi ( i8. EL XI. ) ; perciò la comune se- 
zione di tali piani , cioè la A'a ^ doTrìt esser perpendicola- 
re a quel primo piano projettante (i9* EL XI. ) , e quindi 
alla comune sezione di esso col piano aÀX ( d* 4.EL XL\ 
ch'è la proiezione su questo piano della perpendicolare pro- 
posta ; che perciò dovendo questa projezione passare per d 
sarà essa la perpendicolare db , che dal punto d si abbassa 
sulla À^a • E similmente si troverebbe , che la projezione di 
essa perpoidicolare sull' altro piano di projezione , sia la 
perpendicolare dV abbassata dal punto d' alla A^a^ Quindi 
essendo date le proiezioni della proposta perpendicolare, es« 
aa sarà data di sito ( pr. 45* ) • Liaonde sarà anche dato il 
sito di quel punto oV essa incontra il piano dato {pr. d.) , le 
proiezioni del quale sieno e , e' : che perciò saranno date 
di grandezza le projezioni de^ d!t^ di tale perpendicolare de- 
finita tra il punto da cui parte , ed il piano sul quale si ab- 
Intasa ; e quindi sarà anche data la grandezza della perpen* 
dicolare ( pr. /7, )♦ 

88.Scoi..Dalla detenninazione del semplice sito della per- 
pendicolare ) eseguita nel presente teorema , si ricava che : 

Retina rMa è perpendicolare ad un piano , daecuna proje- 
zione i2t quella retta dee esser perpendicolare alla corrispon^ 
dente traowi del piano • 

PROPOSIZIONE XXXIL 

TBOABHA. 

Sg.Dati di sito ana retta, ed un punto j sarà an- 
che dato di sito quel piano , che passa per lo pun- 
to dato ; ed è perpendicolare alla retta data • 
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Siene ab , afb' le projeziom della data retta ( fig. 20.) , 
e dy d^ quelle del punta dato , per lo qaale s' intenda ti* 
rata nel pianò proposto una retta parallela ad imo de' piani 
di projesione ; questa retta dovrìi esser non solamente pa*^ 
rallela alla sua projezione su tal piano ( def, 8. ) , ma anche 
alla traccia in esso del piano proposto : poiché altrimen* 
ti incontrando essa una tale traccia , incontrerebbe il corri*- 
spondente piano di proiezione , cui si è supposta parallela . 
Adunque siccome la traccia del piano proposto dee esser 
perpendicolare alla & a (^scol.pr.Si. ), così la proiezione 
della retta proposta sul piano della ba , sarà anche perpen- 
dicolare alla £a : ma dee eziandio passare per lo punto d; 
quindi una tale projezione resterà determinata tirandosi da d 
alla i a la perpendicolare de . Inoltre essendosi la retta tira- 
ta supposta parallela al piano di projezione in cui è la- 6a , 
tutti i suoi punti debbono essere ugualmente alti su tal pia- 
no ; e perciò l'altezza di ciascun di essi è data al pvi di quel- 
la del punto dato . Laonde per un qualunque di essi , che 
abbia per projezione sul piano della & a il punto 6^ se ne po- 
txìi determinare l' altra projezione e' sul piano della i^a' : 
quindi sarà anche data su tal piano la d^e' ^ eh' è l' altra jfiro^ 
jezione della retta che si è supposta tirata (*). Che però sarà 
determinato il punto h^ dove tale retta incontra il piano dei- 
la a'&' , per lo qual punto A' dovendo passare la traccia cor- 
rispondente del piano proposto, questa si otterrà tirando da 
h' la h^y perpendicolare alla 6V ( scd.pr. Si*) * E con^ 
ducendosi dal punto À^, ove questa incontra la comune sezio- 
ne LM de'piani di projezione, la perpendicolare Sfb alla ab^ 
si avrebbe l' altra traccia di quel piano ; che perciò esso sa* 
rà dato di sito (pr. 2Z. ) . 

90.CoE. Essendo dato di sito questo piano , e la retta cui 



(*) Se i piani dì projezione fossero ortogonali, la dV si otterreb- 
be tirando per d' la parallela alla LM • 
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è perpendicolare 9 sarà anche dato di sito il punto ove questa 
incontra quello (pr. 30. ) . Adunque sarà data di sito, e di 
grandezza la retta ehe si ^conduce dal punto dato a quel pun- 
to d' incontro (pr. 45. e 47.) , la quale è la perpendicolare 
che dal punto dato si tira alla retta data ( def» 3. El.XI. )* 
Laonde : 

Se sono dati di silo nello spazio una retta ed vn punto ; sa- 
rà data di sito^ e di grandezza la perpendicolare ^ che da quel 
punto conducesi aUa retta • 

5R0P0SIZI0NE XXXIIL 

TEOEBIIA. 

9 1 • Dati di sito un piano ed una retta ^ sarà da* 
to di grandezza V angolo nel quale questa s' incli- 
na a quello • 

Imperocché nella retta data s' intenda preso un punto , di 
cui ne rappresoiti una delle projezioni il punto d[flg.i4. ], 
preso ad arbitrio nella projezione eh di tale rettale l'altra sia 
per conseguenza il punto d' ove la perpendicolare d TV alla 
LJM incontra l'altra projezione Ve' di essa retta : poi da un 
tal punto sul piano propostò s' intenda abbassata la perpen- 
dicolare, le cui projezioni saranno le perpendicolari d Cy Ìe\ 
che si abbassano dalle projezioni corrispondenti del ponto 
preso y sulle tracce À'a , hi a' del piano dato ^sc. pr. 34). 
Sarà dato 1' angolo compreso da quell' inclinata e da questa 
perpendicolare f/m. 49. ) ; e perciò anche il proposto ^ che 
n è complemento • 
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PROPOSIZIONE XXXIV. 

tEOMXA* 

99 • E dato il sito e la configurazione di una li- 
nea curva , eh' 66Ìste in un piano dato nello spazio^ 
se sono date le projezioni di essa su due piani che 
s* incontrano • 

Siene aci, a^c^b^ [ fig.H. ] le projezioAi date della cor- 
ira) ed ff*' , f'f^ le tracce di quel piano in coi casa si suppo-^ 
ne esistere nello spazio , ona delle qoali F'/^ si prenda per 
soo asse • Or se da on qoalunqoé punto della corra s' inten-* 
da abbassata soli' asse T^f V ordinata corrispondente , è 
chiaro^che il piano projettante ona tale ordinata, sol piano di 
projezione ove si trova la V^f essendo perpendicolare a qoe^ 
sto , debba la loro comune sezione , cioè la projezione di 
qoeir ordinata, esser perpendicolare alla F^f^é Laonde qoel- 
la projezione potrìi rappresentarsi con una qoalonqoe per-« 
pendicolare e'h' , che da on pùnto e' preso nella a'c'ò' si ab^ 
bassi solla Y^f ; e projettando i ponti e% hf in e ^ W sol- 
r altro piano di projezione, sarà cW la corrispondente pro- 
jezione di qoeir ordinata : e da tati projezioni determinatane 
poi la soa vera grandezza {pr. 47. ) , essa si applichi dal 
ponto A' perpendicolarmente alla F^/^^ nel piano di projezio^ 
ne ove esiste questa linea j è sia A^G . Nel modo slesso si 
potrà determinare ona qualunque altra ordinata ifc'E prossi- 
ma alla precedente , e così in seguito • Adonqoe se per j^ 
ponti C , E si farà passare ona linea , qoesta ra ppreseoterà 
in configorazione ed in grandezza qoella ^ eh' esisteva nello 
spazio ; il coi sito sarà anche dato, poiché è dato qoello di 
qualunqoe ponto si prenda in essa • 

93. Scoi. Se la corva proposta fosse ona corra definìbi- 
le, cioè di nota natora^ e descrittibile con moto conlinoO| se 
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ne ftiiprebbe il sito , la forma , e la grandezza , determitair- 
do il sito di quel numero di panti ^ che sono neoessarj per 
compiutamente Jescri?erla . Cosi avendosi le projezioni di 
una curva circolare , basterebbe determinare tre ponti nello 
spazio , che sono in essa ; è bisognerebbe esibirne cinque , 
se la curva fosse nna parabola , un** ellisse , o un' iperbole ; 
poiché per la Geometria elementare , e per la sublime si sa 
descrìvere un cerchio per tre punti dati, o una di quelle al- 
tre tre Curve per cinque :.e siccome per tali punti non può 
passare che una sola di queste curve , così ognuna di esse, 
resterà pienamente determinala nella sua forma , grandezza , 
1^ silo . E si potrebbero anche tali cose più facilmente deter- 
minare y quando fosse dato conoscere o il raggio di quel cer- 
chio e il centro di esso , ò la grandezza e il sito di due dia- 
metri dì una di queUe altre curve » 

PROPOSIZIONS XXXV. 

TSOEEIIA. 

94» Essendo dati di sito nello spazio i lati di un 
angolo solido contenuto da tre angoli piani ^ V an- 
golo sarà dato di sito e di grandezza • 

Poiché i lati di un tal angolo solido sono dati di sito, dee 
esser dato il sito del vertice di esso , ed il sito e la grandez* 
Ka di ciascuno degli angoli piani che locomprepdono(j9r.^9). 
Adunque queir angolo solido dovrà esser dato non solamen- 
te di sito (^ def. 3. J , ma anche di grandezza , poiché può 
esibirgliesene uno uguale (^ 23. EL XI. ). 

95. Con. Adunque : iSe fossero dati di sito nello spazio i 
lati di un angolo solido contenui o da un qualunque numero 
di angoli piani ; sarebbe anche dato il sito^ e la grandezza di 
osso . Poiché si é dimostrato) che di sito e di grandezza sic- 
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no dati tutti quegli angoli solidi , ciascnno conte&ato da tre 
angoli piani , da' quali quello è composto . 

PROPOSIZIONE XXXVL 

iTEOaBHA. 

96. Se sono dati di sito i vertici degli angoli di 
un solido poliedro^ un tal solido sarà dato di sito, 
e di grandezza. 

Imperocché essendo dati di sito i vertici degli angoli di 
un tal solido ; saranno dati di sito i suoi lati (pr* i5. J 9 le 
sue facce (pr. 20 J ^e gli angoli solidi che gli appartengo^ 
no ( cor.pr. 35. ). Adunque esso sarà dato di sito (def^.y 
Inoltre saranno dati di grandezza que' lati ( pr* 17 é ) , di 
specie e di grandezza le sue facce (pr. S^O* ) 9 e di grandez- 
za ì suoi angoli solidi (cor.pr.32.) : e queste cose come bea 
si rileva , sono più che sufficienti a poter fare geometrica- 
mente esibire un tal solido j che perciò esso sarà anche dato 
di grandezza. 
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CAPITOLO T. 

Jl»M.I€AZIONE DELIE PRECEDENTI TEORICHE ALLA RISO* 

LEZIONE DI ALGUNI PROBLEMI . 



PROPOSIZIONE XXXVII. 



PROBLEMA. 



97 • Dato nello spaauo il sito di una retta , e 
quello di un punto ^ determinare il sito della pa» 
rallela alla retta condottale per quel punto. 

Poiché là retta data , e quella che mòl tirarsi debbono es-^ 
sere parallele tra loro ; perciò i piatti che le projettano so-^ 
pra uno stesso piano di projezione dovranno essere anche tra 
loro paralleli ( €. e io. Et XI. J ; qviindi anche parallele 
saranno le projezioni di quelle rette su questo (46.ELXL). 
Ma ciascuna delle projèziòni della retta cercata dee passare 
per la corrispondente projezione del punto dato • Adunque 
le projezioni di questa retta si otterranno tirando in ognun 
de' piani di projezione , per la projezione del punto dato , 
la parallela alla corrispondente projezione della retta data • 

PROPOSIZIONE XXXVIIL 

PBOBLEMA. 

98. Dato nello spazio il sito di un piano, e quel- 
lo di un punto j determinare il sito di queir altro 

piano j che pel punto si tira parallelo al dato • 

4 
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Dovendo il piano da tirarsi esser parallelo al dato ; le lo- 
ro comnni sezioni con ciascuno de'piani di projezione dovran- 
no esser anche parallele tra loro (^ 46 . El. XI. ) . Non re- 
sta dunque ^ che a determinare in ciascuno di questi piani 
di projezione un punto , pel quale deve passare la traccia 
corrispondente del piano cercato. 

Ciò posto sieno k'a ^ K'a [ flg^ 23. ] le tracce del piano 
dato fd^itìe projezioni del dato punto D , eh' è nello spa- 
zio , ed £Y dinoti una delle tracce del piano da tirarsi. Dal- 
la projezione d , che ritrovasi nel piano stesso della E^) si 
abbassi sulla X'a la perpendicolare dh , che sarà anche per- 
pendicolare alla "E'f nel punto f ove l' incontra . Or se dal 
punto dato D al punto f s' intenda condotta la Df , è chia- 
ro , che r angolo D fd dinoterìi quello in cui inclinasi il 
piano cercato all'altro di projezione in cui esiste il punto d ; 
il qual angolo è dato , del pari che il suo uguale- in cui in- 
clinasi il piano dato a^k^a al medesimo piano di [»'ojezione 
Cpr.26. ) . Che perciò) nel triangolo D/Vf essendo dati gli 
angoli 9 ed il lato Del (;ir. y^. ) , si potrà geometricamen- 
te esibire il lato df. Quindi sarà dato di sito il punto f, e 
per conseguenza sarà data di sito la f E' , che si tira per 
questo punto parallela alla À'a ( pr. 5. pari. J2. J , e eh' è 
una delle tracce del piano cercato . Or T altra di esse deve 
passare per lo punto E', ed esser parallela alla hfa' • Adun- 
que ancor questa sarà data di sito ; e perciò resterìi deter- 
minato nel sito il piano che si cerca (pr. 22* J. 

A L I T E R. 

99.Pel punto dato D s'intenda tirata nel piano che si cerca 
una retta parallela alVun de^ piani di projezione aA^M ; que- 
sta retta dovrà essere anche parallela alla traccia del piano in 
cui si tira , e^ quindi alla k^a : laonde la sua projezione sui 
piano di questa traccia si otterrà conducendo per d la dY' pa- 
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rsillela alla k'a . Or la stessa retta doyendo avere tutt' i 
suoi panti ugualmente alti sai piano di projezione a\'M y 
V altezza di cìascnn di loro su tal piano pareggerà quella 
del punto D : che perciò, per un qualunque di essi , che ab^ 
bia per projezione sul piano della dF^ il punto e, si potrà de- 
terminare F altra projezione sul piano della a'A'M (pr.i.S.J; 
e quindi sarà data su tal piano la d^e\ eh' è V altra projezione 
della retta supposta tirata. Laonde resterà determinato il pun- 
to f , ove essa incontra il piano di projezione a'\^M(prJ6*)y 
pel quale dovendo passare la traccia corrispondente del piano 
cercalo , si otterrà questa conducendo per f ' la f'E"^ parallela 
alla À'a' « Finalmente l' altra traccia dello stesso piano sarà 
la parallela £^9 che per £^ tirasi allaÀ^'a. 

100. Scoi. La seconda costruzione del precedente proble^ 
ma riesce assai facile pe' piani di projezione ortogonali ; ri^ 
ducendosi a tirare per una delle projezioni del punto dato D, 
sia l'orizzontale d^ la parallela dY% fino alla LM, alla traccia 
corrispondente À^a del piano dato ; elevata da F^ la perpen- 
dicolare F'f') fino airincontro f' con la d'f^ parallela alla co- 
mune sezione LM de' piani ortogonali, tiratale dalla projezio* 
ne verticale d' del punto dato ; sarà f^ un punto della trac- 
cia corrispondente del piano cercato. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

I»nOBLGMA. 

]oi« Date di sito due rette ^ determinare il sito 
del piano condotto per V una parallelo all' altra . 

Sieno ab , a7/ [ fìg. 24, ] le projezioni di quella retta 
data , per la quale si vuol condurre un piano parallelo all' al- 
tra , che ha per projezioni le ed , ed' . 

Si determinino i punti a' , b dove una tale retla incontra i 
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piani di projezione ; doTraniio per questi punti ^>assare le 
tracce corrispondenti del piano che cercasi; poiché essa 
retta deve esistere in questo piano • Ciò posto il punto a^ si 
projetti in a sull'altro piano di projezione , e poi per a% a 
6Ì tirino le a^E^ , oe parallele rispettivamente alle projezio- 
bì d'c^^ de dell'altra retta data; saranno queste le projezioni 
della parallela tirata nello qpazio dal punto ^ a questa retta 
data (}fr.37.)^ la quale dovrà incontrare il piano di projezio- 
ne in cui esiste la <^<2 in un punto della traccia corrisponden- 
te del piano cercato. Che perciò, se determinisi il punto e o- 
ve tale parallela incontra questo piano di projezione , e poi 
si congiunga la ^eF' ; sarà questa una delle tracce del piano 
da determinarsi : « 1' altra sarà per cons^enza la oTE^ ; 
ond' è che un tal piano sarà dato di sito ("pr, 22. J . 

1 02. Scoi. Da questo problema si può trarre un mezzo 
generale, e più sicuro per determinare^ se intersegandosi le 
proiezioni corrispondenti di due rette ne'piani ove sono pro- 
iettate , tali rette a' interseghino o no, nello spazio ; e quin- 
di se sieno o pur no in un piano stesso . Poiché é chiaro , 
che^se conducendosi per una di esse un piano parallelo all'al- 
tra, r incontro di quest' altra con uno de' piani di projezione 
cade nella traccia del piano tirato, allora tali rette esisteran- 
no in un piano stesso , che sarìi precisamente quello che si è 
esibito , e s' intersegheranno : in caso contrario esse esiste- 
ranno in piani diversi, e non s' intersegheranno , quantunque 
s interseghino rispettivamente le loro projezioni • 

PROPOSIZIONE XL. 

PROBLEMA. 

io3. Ad un punto dato in una retta di sito, la 
quale esiste in un piano dato , costituire un ango- 
lo ugjaale ad un dato . 
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Sieno A^éi ^ ArV [ fig. 25* ] le tracce del piano cFa« 
io y ed ^ Cd le projezìoni della data retta ^ e d ^ d^ quelle 
del punto dato eh' è in essa : è chiaro che il punto e ove 
s' intersegala proiezione e £{ della retta colla coirispondente 
traccia A^a del piana dato , sìa quel punto ove questa retta 
incontra il sottoposto piana di projezione ; che perciò sarà 
4ata di grandezza la retta frapposta tra un tal punto d' ineonr 
tro e '1 punto dato . Or da questo stesso punto s' intenda ti- 
rata, la perpendicolare alla medesima traccia A^a , avrà que- 
sta pes sua projezione sul piano d» tale traccia la. perpendico- 
lare de j che dal punto dato tira^ alla A'a ^ e 'l punto e sa- 
rà quello ov' essa incontra lo stesso piano di projezione . 
Laonde il triangolo compresa da quell' inclinata , da> questa 
perpendicolare , e dalla e e sarà dato di specie e di grandez^ 
za ; e quindi si potrà determinare Y angolo compreso dalr 
r inclinata data^, e dalla (^e , o A^a. Ciò posto sia P l' aur 
golo dato al quale vaol costituirsi V uguale nel punto dato 
della retta data , e nel piano< dato : si prenda in un suo lato 
la PQ uguale a queir inclinata data/ , ed al punto Q della PQ 
si costituÌ6ca r angolo PQR uguale a quello compreso dalla 
stessa inclinata e dalla traccia X'a ^ il quale si è poc anzi 
determinato ; le rette PR , QR concorreranno in R , e deter- 
mineranno cosi la QR , alla quale se taglisi sulla A'a dal 
punto e Y uguale cfj e che poi il punta f congiungasi col da- 
to nella data retta , si sarà costituito in esso punto di quo- 
sta retta , e nel dato piano, Y angolo dato P : il che chiara- 
mente si rileva . E la projezione delV altro lato di un tal an- 
golo sul piano a A^M sarà ìsl fd , e quella sulF altro piano di 
projezione si otterrà y com' è noto ^ projetlaodo^ il punto f 
in f su di questo , e congiugnendo la/'i^ • 
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PROPOSIZIONE XLI. 



PROBLEMA. 



104. Dato di sito una retta nello spazio ; deter^ 
minare quel piano, che , passando per essa y s* in- 
clini air un di quelli di projezione in angolo dato. 

* 

Si determinino gì' incontri e y b^ [ fig. 26. ] della retta 
data co' piani in cui esistono le sue projezioni ed ^ e'd' ; 
per ciascun di que' punti dovrà passare la corrispondente 
traccia del piano che cercasi . Ciò posto , il punto b' si pro- 
getti in b sull' altro piano di projezione , e sulla Wb' si 
prenda la B'f^ uguale all' altezza del ponto b' su questo pia- 
no , cioè alla bb^ { supponendo i piani di projezione nel lo- 
ro vero sito ) ; poi al punto f^ della f 'B' si costituisca l' an- 
golo B^/^G^ uguale al complemento di quello in cui deesi 
inclinare il piano cercato al piano di projezione ove ^ tro- 
va la e (i . Finalmente col centro b , intervallo B'G^ descri- 
vasi il cerchio hkl ^ al quale si tiri per e la tangente chkf j 
che sarà data di sito , e quindi anche di sito il punto À^ : sa- 
rà questa la traccia del piano cercato sul piano di projezio- 
ne della cd\ e l' altra traccia sarà perciò la k!b\ 

Imperocché ( supposto che i piani di proje;;ione avesse- 
ro il loro vero sito ) y è chiaro che il piano hbb' ^ ^ \ altro 
della projezione ed sieno perpendicolari tra loro ; che per- 
ciò la e A essendo perpendicolare alla bh comune sezione di 
essi , lo dovrà esser pure alla hb^ ; quindi V angolo b'hb è 
precisamente quello in cui inclinasi il piano Vk'c al piano 
della proje^iione ed (def.6.ELXLJ . Ma quest' angolo b'hb 
apparisce dalla eostruzione essere uguale all' altro f'G^h\ À< 
dunque il piano b^A'c è il cercato. 

105. ScoL. Se la retta data fosse stata una delle tracce 
yb' del piano dimandato, 1 altra di queste X^c sarebbesi ria- 
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Tenuta con una costruzione analoga a quella del precedente 
problema . Ed in tal modo si sarebbe ottenuta la determina- 
zione del teorema ^ che : E dato il sito di un piano , se è da- 
ia una delle sue tracce , e /' angolo in cui esso inclinasi al 
piano deW altra traccia . 

PROPOSIZIONE XLIL 

PnOBLGHA. 

« 

io6. D^to il sito (li nn piano , e quello di una 
retta , eh' è in esso ; determinare quel piano , che 
intersegando il proposto in questa retta , gli s' in- 
clina in un dato angolo. 

Sieno A'a , k^a' [ flg. i8. } le tracce del piano dato^ B^&^ 
Wb' quelle del piano cercato ,eà fé ^ e^f* le projeùoni del- 
la retta ^ che rappresenta la comune sezione di que' piani : \ 
punti f , e' ove queste projezioni incontrano le tracce K'a ^ 
K'a del piano dato , saranno ad un tempo que' punti ove la 
retta data incontra i piani di proiezione, e quelli pe' quali 
debbon passare le rispettive tracce del piano che cercasi . 
Ciò posto , per un punto qualunque h della fé si tiri a que- 
sta la perpendicolare eh nel piano MÀ'^a^ e poi s'intenda con- 
dotto per una tale retta un piano perpendicolare alla retta da- 
ta nello spazio , che la incontri in K : un tal piano interse- 
gherà il piano dato, e quello che cercasi nelle rette cK, Kgf, 
le quali s' inclineranno 1' una alV altra nell' angolo dato P . 
Inoltre si Yedrà , come nella prop.29 , che sien date le Kc, 
f K ; che perciò intendendosi congiunta la YJ% , nel triango- 
lo fK h rettangolo in K ^ essendo data l' ipotenusa fh e 1 ca- 
teto f K , sarà esso costruibile , e quindi si potrà determina- 
re la Kh, Adunque , se descrivasi un triangolo XYQ co' tre 
lati del triangolo cKA , e che poi al punto Y della XY , che 
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corrisponde al punto K della eK si costituisea Taogolo XTT 
ugaale a quello dato in cui inclinasi il piano dato al piano 
che yaol tirarsi , cioè a P ; è chiaro , che la YT intersegan- 
do la XQ debba segnare la QT uguale alla gh , cioè alla 
perpendicolare alla e f in A , prolungata fino alla traccia del 
piano dimandato ; che perciò questa sarà data al pari di quel- 
la ; e quindi si aYrà nel piano MÀ^a un altro punto ^ oltre f, 
pel quale de?e passare la traccia corrispondente del piano che 
iruol tirarsi . Laonde questa traccia sarà la f B^ y e quindi 
r altra dovrà essere la eB^ . 

PROPOSIZIONE XLIIL 

107 • Dato un angolo y e l' inclinazione de' suoi 
lati ad un piano ; costruire la projezionc di quel* 
r angolo su questo piano . 

Prendasi il punto À^ [ flg* 27. j per la projezione del ver- 
tice di queir angolo su questo piano , ed À^B^ per quella di 
un suo Iato • £ poiché ne' dati di questo problema non s' in- 
chiude sito, ma sola grandezza di essi ; perciò si potrà sup- 
porre , che il vertice dell' angolo proposto stia a qualunque 
altezza sul piano della projezione A' . Si supponga perciò 
passare per la A^' un piano verticale , il quale si concepì^ 
sca abbattuto ^ e nella perpendicolare A V tirata y in questo 
piano alla LM, si prenda un qualunque punto a^ , il quale 
dinoti il vertice di quell' angolo . Inoltre àoi punto a^ s'incli- 
nino alla LM le rette a'B^ , a^C sotto gli àngoli ne' qua- 
li i lati del proposto angolo si suppongono inclinarsi al pia- 
no su cui vuol esso progettarsi : potrà a^B^ dinotare effetti- 
vamente r uno di tali lati , e l' altro dovrà essere dinotato 
nella sola lunghezza dalla a'C^'y poichc è chiaro^ che tutte le 



Geometria di Sito 57 

rette , che dal punto a' s' inclinano al plano ove esiste la 
projezione A' di quel punto , in uno- stesso angolo , deb- 
bono esser lati del cono retto , che sì genera dal triangolo 
a^k'Ck' rivolgendosi intorno al cateto a^kf. Che perciò, se 
descrivasi il cerchio Gef% quell'altro lato, nel suo vero sito, 
dovrà incontrare in un punto la circonferenza Ce f. Per de- 
terminare un tal punto , basterà costituire un triangolo co' la- 
ti Wa^ , C/a\ che comprendano 1' angolo dato che si vuol 
projettare : è manifesto , che se col centro B' y intervallo 
il terzo lato di tal triangolo , cioè quello che sottende quel« 
l'angolo dato , si descriva nel piano del primo cerchio 1' al- 
tro y e A ; il punto e ove s' intersegheranno le due circonfe- 
renze sarà il cercato : ed esse si dovranno intersegare , co- 
me lo mostrano i dati del problema . Laonde congiugnendo 
la kfe si avrà V angolo e'À'B' , che sarà la dimandata proje- 
zione dell' angolo dato. 

108. Scoi. 1. ÀI problema proposto si riduce imman- 
tinente quest' altro : Dati gli angoli che comprendono due 
rette fra loro , e colla perpendicolare che dal punto ove ^ in- 
contrano si abbassa su di un piano dato ; determinare su que- 
sto la projezione di quel primo angolo . Poiché è chiaro , che 
gli angoli che formano i lati dell' angolo dato colla perpendi- 
colare y sono rispettivamente i complementi di quelli sotto 
cui essi s' inclinano al piano dato ; che perciò questi saranno 
anche dati : e la costruzione del presente problema diventa 
la stessa di quella del precedente . Ed essa si sarebbe anche 
potuta effettuare senza tale riduzione, costituendo al punto a 
della ÀV gli angoli ÀVB' , À'a^C uguali rispettivamente 
a quelli compresi da' lati del proposto angolo e dalla perpen- 
dicolare al piano dato , e continuando nel resto precisamen- 
te come nel precedente . 

109. ScoL. 2. 11 problema enunciato nello scolio prece- 
dente può avere un uso geometrico nel determinare Tinclina- 
xbue de' piani in coi esistono due de' tre angoli piani dati 
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conpreDdenti un angolo solido y non essendo altro una tale 
uielÌDazioiie^ che la proiezione del terzo angolo su di un pia- 
no j cui si supponga perpendicolare il lato comune agli altri 
due. E siflfotto problema, o I' altro quasi identico della pro- 
posizione^ occorre nelle pratiche geodesìcho) conoscendovisi 
col nome di riduzione di un angolo alC orizzonto . 

PROPOSIZIONE XLIV. 

PROBLEHA. 

Ilo, Gostìtairead un punto dato In una retta di 
sito un angolo dato , con un' altra retta, la quate 
s* inclini air un de* piani di projezdone in un angolo 
anche dato • 

Sieno aby a'V [ flg.SS. ] le projezioni della retta data, e 
d ^ df quelle del punto dato in essa , dal quale si vuol tira- 
re un' altra retta , che comprenda con quella un dato angolo 
P ^ e s' inclini al piano di proiezione in cui esiste La ai sot- 
to 1' aiuolo Q. 

Si applichi neir angolo Q la RS perpendicolare ad un suo 
lato , ed uguale all' altezza del punto dato sul piano della 
ab , e poi col centro dy e col raggio quanto il cateto RQ del 
saddetto triangolo si descriya il cerchio cef: è chiaro ^ che 
ogni retta ^ che da quel punto si conduce ad un qualunque 
altro della circcmferenza di questo cerchio s' inclini al piano 
di esso sotto l' angolo Q ; che perciò bisc^nerà determinare 
quella tra queste , che comprende colla data l'angolo P . A 
fai uopo si determini il punto h ove la retta data incontra il 
piano della ab {pr. 46.) ; sarà data di grandezza quella ret- 
ta , che dal punto proposto si termina ad A ( pr. ^7. ) . Ma 
è pur data dì grandezza la retta che si cerca , la quale è 
quanto la QS ^^ed è dato Y angolo che questa e quella com^ 
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prandono . Adunque sarà anclie dato il lato opposto a que- 
st' angolo ) cioè la distanza del punto h dall'altro ove la retta 
cercata incontra il piano della ab in un punto della circonfe- 
renza e fé. Laonde se col centro /i, ed intervallo una tale di- 
stanza si descriva l' arco ef , ì pnnti e , f soddisferanno al 
problema , cioè congiunte le eef , ef ognuna di queste rap- 
presenterà la projezione della retta cercata sul piano della 
aò. E tale retta avrà per projezionì corrispondenti sull' altro 
piano dì projezione la e^d^ , o la f^d\ 

A L IT E R. 

11 1 • Si ritrovi il punto h ove la retta data incontra il pia- 
no della sua projezione ah . Ed essendo dati il cateto hd y e 
r altro che dinota V altezza del punto dato su questo stesso 
piano di projezione , resterà determinato V angolo che la 
retta data comprende colla ab , o sia V inclinazione sua al 
piano di questa . Laonde il proposto problema sì sarà ridot- 
to al precedente • 

PROPOSIZIONE XLV. 

PROBLEMA. 

Ila. Esibire le prò] ezioDi , e la grandezza del- 
la minima distanza dì due rette date dì sito nello 
spazio , e che non sieno in un medesimo piano : 

cioè , determinare la perpendicolare comune ad 
esso • 

Una delle rette date abbia per projezione le ab ^ a'V 
£ /Igf. ^9. ] , e quelle dell' altra sieno le ed , c'd\ Sieno i- 
Doltre A^A , A'A' le tracce del piano condotto per la prima 
dì esse parallelo all' allra ( fv. 39. ) . È chiaro, che tutte le 
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perpendicolari a questo piano tirate da'punti di quella ret- 
ta y che gli è parallela, sieno tra loro eguali ; e siecome tra 
queste dere esser quella , ebe incontra 1' altra retta data , 
per la quale si è fatto passare il piano, ne segue perciò , che 
una di esse presa ad arbitrio possa rappresentare in grandez- 
za la minima distanza , che si cerca • Ciò posto prendasi 
in c^df un qualunque punto e^ , il quale si projetti in e nella 
ed ; saranno i punti e, e' le projezioni di un punto preso ad 
arbitrio nella retta parallela al piano h'k'h ; e le perpen- 
dicolari ff , e^j che da' punti e , e^ si tirano rispettiva- 
mente alle A^A , Sfh' dinoteranno le projezioni della per- 
pendicolare , che dal punto di cui quelli sono le projezioni 
si abbassa sul piano poc' anzi detto ( n. 88. ) . Che per- 
ciò, assegnate le projezioni g , gf del punto d' incontro di 
quella perpendicolare con questo piano , le e^, e^gf rap- 
presenteranno in grandezza le projezioni della perpendico- 
lare definita tra il punto preso nella retta , che ha per pro- 
jezioni le cd^ c^d\ e il piano hfSfh che gli è parallelo , su 
cui quella si è abbassata , cioè della minima distaza cercata. 
Adunque si farà nota la grandezza di questa (pr. i7J). Resta 
ora ad assegnarsi solamente il sito di essa, cioè a determinar- 
si in una delle rette date il punto donde tirata la perpendico- 
lare all' altra, questa riesca anche perpendicolare alla prima. 
A tal oggetto, per gli punti g^^ si conducano le^A:, ^k' pa- 
rallele rispettivamente allecJ, c^d' ; queste gk , ghf dino- 
teranno , com' è chiaro , le projezioni dell' intersezione di 
quel piano che passa per la retta le cui projezioni sono le 
ed y c'd' ^ ed è perpendicolare al^ piano h'k'h , con questo 
stesso piano, nella quale intersezione deve anche un tal pia- 
no h'Kh essere incontrato da tutte le perpendicolari che si 
è detto . Laonde i punti A:, k' y ove le gk , g'k\ intersegano 
le projezioni aby a'b' della retta eh' è in questo piano, di- 
noteranno le projezioni di quel punto di esso , e della retta 
che vi esiste , donde elevata al piano , e quindi ad una tale 
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retta la perpendicolare , qnesta incontra V altra retta data y 
e gli è anche perpendicolare , cioè , saranno le projezioni 
del pnnto di una delle rette proposte, dal quale deve partire 
la perpendicolare ad «sse comune . Quindi le projezioni di 
questa perpendicolare nel suo vero sito saranno le perpendi- 
colari klj k'V alle Wh , Khf rispettiyamente : e le projezio- 
ni dell' altro punto oV essa incontra T altra retta data , sa- 
l^nno determinate dalle intersezioni delle kl^ kV con \tcdy 
^i rìspettiTamente ^ cioè i punti ^ , t(. 
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tata dalle infinite rette , che da quel punto di sito si conda^ 
cano agV infiniti punti di quella linea curva eli' è nel piano « 
121. ScoL. I. Una tale superficie è necessariamente inde^ 
finita dalle due parti del punto di sito , come indefinita da 
queste parti stesse è la retta che la descrive ; e potrà ancor 
essere indefinita per uno , o due altri versi , secondoehè in- 
definita per uno , o due versi sia la linea curva , che dirì- 
ge la retta rotante. Finalmente una tale superficie potrìi esser 
composta di parti anche discontinue , e che non abbiano co* 
mune , che il solo vertice ^ se mai discontinua , cioè a ra- 
mi separati , sia la curva direttrice. 

laa.DEF.xiv. Che se essendo la getieratrìce una 
retta, si conservi nel suo movimento sempre paral- 
lela a se stessa 9 o ad una retta di sito ^ la superficie 

generata si dirà cilindrica. 

E tale retta, in qualunque luogo si ritrovi nel descrìverla, 
si dirà lato . 

pure la superficie cilindrìca è quella , che viene rappre- 
sentata dalle infinite rette , che dagl' infiniti punti di quella 
curva si tirano parallele alla retta data di sito • 

123. ScoL. A questa definizione si potrà adattare, conve- 
nevolmente modificandolo, io stesso che si è detto nello scO' 
lio alla definizione precedente. 

ì^Ìì^Def^ XV* Se il piano della generatrice co* 
stante si rivolga circolarmente intorno ad una retta 
di sito segnata in esso come asse , sicché ciascun 
punto di quella descriva un cerchio intorno a que- 
sta y il cui raggio sia la perpendicolare tirata dal 
punto air asse^ la superfìcie curva generata si dirà 
di rivoluzione costante , o semplicemente di riw^ 
luzione • 

125. Dep. xyi. £ se la curva generatrice in tal 
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rivolgimento vada sempre cambiandosi con data 
legge per modo y cK essa rada continuamente una 
data lìnea curva direttrice ^ la superficie curva de- 
scritta si dirà di riwluzione s?ariahile. 

Di questo genere sono le superficie di secorut ordine del^ 
le qaali tratteremo specialmente nella part. IL del presente 
trattato; il che mentre illustrerà la definizione di sopra data, 
darà una compiuta teoria geometrica di tali superficie , del- 
la quale mancasi , e preparerà benanche la base a talune ri- 
cerche di Geometria di sito. 

LEMMA L 

126.5e in ciascun ordinata BC della curva ACD {figSO."] 
riferita alTasse AX^ prendasi un punto e in modo, che la BC 
stia alla Bc in una costante ragione ; per tutC i punii cosi 
determinali^ e pel punto A passerà una curva A ed della stes- 
sa natura y e specie della proposta . 

Rappresentisi V equazione alla curya ÀCD per 
A + Bj + C/ + Dj' . . .:no 
ove A , B , C , D . . . sieno funzioni della sola x ; quella 
per r altra kcd sì otterrà ponendo in essa la ny per y , e 
però avrà la seguente forma 

A + nRy + n'Cy^ + n*D/' . . . = o 
che non differendo dalla proposta né nel grado , né nella for- 
ma^apparterrà ad una curva della medesima natura, e specie. 

427.CoB. Quindi , viceversa , se le curve ÀCD , kcd ri- 
ferite allo stesso asse ÀX , sieno della stessa natura , e spe- 
cie ; le ordinate BC , Bo corrispondenti ad una medesima 
ascissa AB, dovranno esser tra loro in una ragione costante. 
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LEMMA li. 

128 .Se una superficie di rivoluzione costante , o variabile 
seghisi con un piano parallelo alla sua direttrice ; la sezione 
sarà una curvaMntile a questa. 

Cas. 1 . Se la superficie sia di moluzione costante, è chia- 
ro , che la sezione suddetta sia un cerchio , del pari che la 
direttrice . 

Gas. 2. Che se la superficie suppongasi di rivoluzione Ta- 
riabile , ne sia DEC {^fig^Si-l la direttrice y e DAC la ge- 
Tieratric€ riferita all'asse AB , la quale dal sito AcC sia 
passata ueir altro AcE : inoltre rappresenti dee il piano se- 
gante y che incontri V asse della superficie in & , e la gene- 
ratrice ne' due soprindicati luoghi in e, e : congiunte le cor- 
rispondenti ordinate BC, BE ^ oc ^ be in queste due cur^e 
della medesima natura, e specie, dorranno esse risultar pro- 
porzionali {corJem.pr,) \ e dovrà essere BC : BE :: bc : bc. 
Ma gli angoli CBE , c6c , dinotando T inclinazione de' piani 
BAC , BAE , sono uguali ; quindi y congiunte le EC , ec , i 
triangoli EBC, cbc risulteranno simili : e cosi successivamen- 
te ; che però verranno ad iscriversi nelle due sezioni DEC , 
dee due poligoni simili^ i quali confondendosi con esse, quan- 
do gli angoli CBE y cbe y o le sottese CE , ce snppongansi 
evanescenti ; risulteranno però ancor simili le sezioni DEC , 
dee . 

129. CoH. 1. Dalla dimostrazione del precedente cas. 2. 
rilevasi , che : Se in due cwve DEC , dee riferite agli assi 
DC y de ^ ed a punii B ^ b in questi^ cadano continuamen- 
te a' perimetri di esse le BE y be in angoli uguali con le BC ^ 
bc y ed a queste proporzionali ; le curve debbano esser simili. 
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PROPOSIZIONE ^LVL 

TEOREMA. 

1 3o.E dato il sito di una superficie curva di ri- 
voluzione, quando sien date le sue direttrice, e ge- 
neratrice , e di sito r asse di ciascuna di queste » 

La comune sezione LM [ fig.32, ] de' piani ortogonali di 
projezione rappresenti V asse della direttrice DEC descritta 
Bel piano orizzontale , e la perpendicolare BÀ alla LM sia V 
asse della generatrice BÀG in sul piano Terticale ; e pel pun- 
to B incontro de' due assi si tiri ad un qualunque punto E 
della direttrice la retta BE , sarìi questa la projezione oriz- 
zontale della generatrice passante per E ; e tirata dal punto 
E alla LM la perpendicolare EE^ rappresenterà E^ la proje- 
zione verticale del punto E di tal generatrice. Ciò posto si 
tiri nella DÀC una qualunque ordinata dfh' e' \ il piano con- 
dotto per essa parallelo all'orizzontale segnerà nella superficie 
proposta una curva y che intersegherà la generatrice passante 
per E in un punto F , che congiunto con b' , la congiungente 
F V comprenderà con la Ve! un angolo uguale a CBE ; ed 
abbassata da F la perpendicolare F/*' sul piano verticale , 
ebe cadrà nella dfef\ sarà f' la projezione verticale corrispon- 
dente del punto F; e questo potrà geonietricamente costruir- 
si nel seguente modo . Essendo CB a BE come c'b' : b'Y , 
e BE a BE' , come VY : b'f , sarà BC a BE' , come b'c' 
a AY' 5 e P^rò se in ordine alle rette date CB , BE , c'b^ 
si trovi la quarta proporzionale b'f^ sarà f la projezione del 
punto F della generatrice passante per E (*) : e per tal modo 

(*] Per assegnare una tal quarta proporzionale , e quindi il punto F , 
basta congiugnere la C c^, e prodottala fino alla BA in a^ ; la congiun- 
gcnte EV Segnerà nella 6'c' i] punto /*' : e così per ogni altro analo- 
go . Il che risulta evidente dalla natura de triangoli simili Ha'Cyì/i^'c', 
e.B a'E', Va'f. 
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yerra ad assegnarsi per punti la proiezione verticale di que- 
sta ; e però di essa ne sarìi determinato il sito. Adunque es- 
sendo data di sito la generatrice della proposta superficie 
per qualunque punto della direttrice ; la superficie curva de- 
scritta avrà una posizione aflTatto determinata , e però sarà 
data di sito (def.S.y 

1 31 .€oR>.Risulta dal teorema dimostratole dalle def. 13^14, 
e 15, che i determinanti del sito di una superficie conica sie- 
no il sito, e la forma della sua direttrice, in un piano di sito, 
e 'I sito del veiiice di essa ; che nella superficie cilindrica 
oltre quella debba conoscersi il sito della retta cui la genera- 
irice serbasi costantemente parallela . Finalmente , che per 
quelle di rivoluzione costante basti avere la direttrice de- 
scritta in un piano di sito , e la posizione dell' asse di que- 
sta, e però della superficie che ne risulta descritta. 

132. Scoi. Nel caso che la generatrice fosse uua curva defi- 
nibile, e di nota descrizione, è chiaro, che assegnata di essa 
la proiezione verticale E^ del punto E [ fig.32. ] , e quindi 
Tordinata BE' corrispondente all' ascissa AB , per la proje- 
zìone verticale della generatrice passante per E, una tal pro- 
jezione di questa si potrebbe immediatamente descrìvere , 
senza determinarla per punti. 

Che se fosse una superficie conica , tal proiezione sareb- 
be la congiungente del punto E"^ con la projezione verticale 
À del vertice del cono ; e se cilindrica , essa sarebbe la pa- 
rallela tirata per E^ alla projezione verticale della retta cui 
h parallela la generatrice di questa superficie. 
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PROPOSIZIONE XLYU. 



TSOgrEiiii^ 



i33. Se è data di sito una superfìcie curva ^,$arà 
dato il sito di ogni punto di essa ^ sol che ne sia 
data una sola projezione ^ 

La verità di qaesta proposizìpne & evidente ; poiché^ quel 
punto ooftpuò essere se non uno di quelli, ne'quali tal super- 
ficie curva di sito è incontrata dalla perpendicolare elevata 
sul piano di projezione^ da quella data del punto. Ma a con- 
venientemente stabilirla^ da corrispondere alta def. 3.,. biso- 
gna mostrare il: geometrico artifizio per assegnare^T altra , e 
le altre projezLOOi corrispondenti a quel punto. 

Gas. t. La projezione datap [/2y^5.}^siaprimierameitte nel 
piano delta direttrice DEC^ che prendasi per F orizzontale y 
riferendola all'asse DC', pel quale suppongasi passare il verti- 
cale, in cui sia segnata la generatrice ne' sili I^^C^ ed intorno 
all'asse AB. Dal punto B, incontro de'due assi, al punto p st 
tiri la B/i^che incoutri il perimetro della direttrice DEC in E; 
sarà data la forma , ed il sito della gieneratrice nel punto R 
(pnTp.pr.). Ed assegnata la projezione verticale E^ja^^A di que- 
sta , il punto p^ ,. ove X incontra la perpendicolare indefinita 
p^'p' alla LM, sarà la projezione verticale cercata di quello 
P della superficie proposta , projettato orizzontalmente in p . 

Cas. 2. Or la projezione p' [fiff- 3i4' 1 sia data sul piano 
della generatrice DAC,.e però sia la verticale, e si cerchino 
le orizzontali corrispondenti. Pel punto p^ si tiri la k'b^n^ pa- 
rallela alla DG , che rappresenta la comune sezione de' piani 
ortogonali, in cui sono segnate le direttrice, e generatrice ne' 
punti D , C , e poi la superficie proposta s' intenda segata 
da un piano condotto per la k'b'n , parallello a quello del- 
la direttrice DEG ^ che vi produrra una sezione simile alla 
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direttrice DEC (lem.2.) j ed ìdenlica alta sua projezione sai 
piano di questa , nel quale si potrii essa eoa faciltà descrive* 
re per puuti nel seguente modo , cioè . Si abbassino da' pun- 
ti k\ n' sulla LM le perpendicolari k^YJ^ W^' ; saranno K', 
^' due punti di tal projezione esistenti nel diametro DC del- 
la generatrice DEC \ e condotta in questa dal punto B una 
qualunque inclinata BE , dovrà stare BC : BE :: BN^ alla 
corrispondente inclinata Bp nella projezione richiesta. Adun- 
que il punto f , come ogni altro analogo , si otterrà con- 
giugnendo la CE ^ e tirandole dal punto N^ la parallela Np 
fino air incontro con la BE . E nel caso , che la direttn- 
ce DEC fosse stata una curva definibile , e da potersi de- 
scrivere con un movimento continuo , lo stesso sarebbesi 
praticato per la projezione K^ /> N^. Or dovendo la proiezio- 
ne orizzontale del dunto P della superficie proposta projet- 
tato verticalmente in f' ritrovarsi nel perimetro della K^pN', 
sarà essa il punto p , in dove questa curva verrà incontrata 
dalla perpendicolare indefinita f'^'f tirata da |i' alla LM. 

i34*D£F.xy]iX'esibizioDe delle projezioni corri- 
spondenti a' punti di una superficie curva su di un 
piano di projezione , data quella suU' altro di essi , 
conoscesi ordinariamente col nome di costruzione 
della superficie curs^a. 

Lo stesso potrà dirsi anche del piano , la cui costruzione 
fu esibila nella prop.27. 

l35.ScoL. Quantunque la costruzione dX una superficie ci- 
lindrica , conica , o di rivoluzione costante sia chiaramente 
compresa nel precedente teorema di dato ; purtuttavia es- 
sendo esse di uso lo più frequente , e che le costruzioni per 
questi casi divengono molto semplici , crediamo utile di qui 
esporle particolarmente , impiegandovi il seguente capitolo . 
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CAPITOLO ¥11» 



COSTHUZIONE speciale belle superficie coniche, ClLUf' 
9RICHB , E.Dl rivoluzione COSTANTE . 



PROPOSIZIONE XLVHI. 



PRORLEMA. 



ì36. Costruire una superficie Giiiadrica data di 
sito. 

La curva j»J^ [fig^Sd^J sia la traccia orizzontale di tal 
superficie , e le ab^ a'b^ dinotino le projesìoni di quella ret- 
ta alla quale è costantemente parallela la generatrice di es- 
sa: sia inoltre e la projezione data di un punto nella superfi- 
cie proposta , del quale se ne cerca X altra projezione . 

Cas. 1 . Una tal projezione (> esista primieramente nel piano 
della traccia pdq. Si tiri per e la retta ecd parallela alla ab% 
una tal parallela sarà la projezione di quel lato, o di qne'latl 
della superficie cilindrica j se mai ve ne sieno più, come può 
avvenire , in ciascun de' quali è allogato il punto» che ha per 
projezione e ; e ciascun di questi lati dovrà incontrare la trac-* 
eia jp(ff, in quel punto corrispondente, dove questa è in terse- 
gata dalla e ed. Adunque un di essi l'incontri in d. Si projet- 
ti questo punto d in D^, e si tiri la Wc^e' parallela alla a'b^: 
quest' altra parallela sarà la projezione corrispondente di quel 
lato della superficie cilìndrica proposta , che incontrava la 
traccia p<{^ in d^ nel quale deve contenersi il punto cercato ; 
che perciò abbassata da e sulla LM la perpendicolare ci^'c'y 
il punto e ove questa intersega la D'e' sarà 1' altra pro^ezio^ 
ne del punto proposto , che ritrovavasi nel lato poc anzi as- 
segnato • 
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Ca8. 2. Che se la projezione data e' non esista nel piano 
di projezione in coi trovasi la traccia pJ^ ; ma sì bene nel- 
l'altro : in tal caso si prenda ad arbitrio nella curva pdq un 
qualanqne ponto ^,il quale si projetti sull'altro piano di pro- 
jezione , e poi per questa projezione si tiri la h^f^ parallela 
alla a V , che incontri la LM in G', il qnal punto si con- 
fonderebbe colla projezione poc' anzi detta del punto gr 9 se i 
piani di projezione si supponessero ortc^onali , come la figu- 
ra gli rappresenta . Ciò posto si congiunga la ^G'^, e poi per 
lo punto Q si conduca la e'c^' parallela alla c^V , e quindi 
alla hlf*^ y e tirata per IK la Wà parallela alla G'^^ si condu- 
ca finalmente per ciascun punto d ove essa incontra la traccia 
fdq^ della superficie cilindrica la <2ce parallela alla a&; sa- 
ranno DV,<fe le projezioni di quel lato della superficie cilin- 
drica proposta, che incontra la traccia in d^ e nel quale deve 
trovarsi allogato il punto di cui e' n' è una projezione. Laon- 
de r altra di esse dovrà essere il punto e ove intersegansi la 
Je , e la perpendicolare indefinita e^C'c abbassata dal pun- 
t' sulla LM . 

137. ScoL. Pe' piani ortogonali la costruzione nelcas. 2. 
£Ì eseguirebbe appuntino come pel primo , invertendo \ o- 
perazione . 

PROPOSIZIONE XLIX, 

PBOBLEMA. 

1 38. Costruire ana superficie conica data di sito. 

La soluzione di questo problema è identica a quella del 
precedente ; e solamente bisogna avvertire, che ciascuna pro- 
jezione di un qualunque lato di quest' altra superficie si ot- 
tiene , coDgiuguendo la projezione corrispondente di un pun- 
to, eh' è in essa con quella del verlicC) eh' è nello stesso pia- 
no di projezione • 
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PROPOSIZIONE L. 



PROBLEMA. 



i3g« Costruire una superficie di rivoluzione co-- 
stante data di sito^ cdn lasse perpendicolare ad uno 
de' piani di projezione. 

Sia a [ flg.36. ] la projezione dell' asse di una tal super- 
ficie su quel piano cui esso è perpendicolare, ed a'Pif rappre- 
senti la projezione dell' asse stesso suU' altro piano di proje- 
zione , che potrà prendersi , senza che ne resti resa partico- 
lare la presente costruzione^ perpendicolare al primo. E poi- 
ché è dato il sito^e la forma della proposta superficie curva di 
rivoluzione, dovrà esser dato il sito,e la forma della sua cur- 
va generatrice in un piano di sito ( pr. 46. ) , che suppon- 
gasi esser quello , che passando per V asse della proposta 
superficie curva è parallelo al piano di projezione verticale ; 
ed una tal curva sarà perciò identicamente rappresentata in 
projezione su quest' altro piano dalla p'J'^'. Ciò premesso : 

Cas.1. Suppongasi primieramente, che la projezione data e 
di quel punto, eh' esiste nella proposta superficie di rivoluzio- 
ne y si ritrovi nel piano di projezione stesso ov'è il punto a, 
cioè nel p^ano orizzontale, e che si cerchi 1' altra projezione 
di esso sul piano verticale. Si unisca la a e, e col centro a in- 
tervallo a e si descriva il cerchio e cf e ^ che interseghi in d la 
retta ad parallela alla liM : egli è chiaro, che le verticali e- 
levate da' punti Cy d debbano incontrare la superficie di ri- 
Toluzione proposta in punti ugualmente alti sul piano di pro- 
jezione orizzontale ; che perciò sarà Io stesso il cercai* l'al- 
tezza di ciascun punto d' incontro della verticale , che parte 
da e colla superficie data , che quella degli altrettanti punti 
ne' quali tal superficie è incontrata dalla verticale che parte 
da d. Or per adempiere a ciò si abbassi da d sulla LM la 
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parpendicolare dD'd% saia D^d^ la projezione Terticale della 
poc' anzi delta perpendicolare condotta da cf ; che perciò la 
projezione corrispondente di ciascuno di que' punti d' in- 
contro doYrìi cadere nella Wd' : ma tal projezione dee tro- 
varsi anche nella curva p'd^q' , perchè tutt' i punti della ge- 
neratrice della superficie proposta esistente nel piano verti- 
cale condotto per a d debbono esser projettati nella curva 
fd'(j[ . Laonde il punto d^ ove la 'li'd' iotersega la curva 
f*d^({ sarà la projezione di quel punto ove la proposta super- 
ficie di rivoluzione è incontrata dalla verticale condotta da 
J ; e perciò JS'd! rappresenterà l' altezza orizzontale del me- 
desimo. Ma la stess' altezza orizzontale ha pure , come si è 
d etto , r altro punto della superficie projettato in e su que- 
sto piano di projezione • Adunque la projezione verticale di 
esso verrà dinotata dall' intersezione cf della perpendicolare 
indefinita c^'c^ abbassata da e sulla LM ^ e della parallela 
d^f allaLM condottale per d\ 

Gas. 2. Che se al contrario fosse data la projezione verticale 
c% e si cercasse l' altra sul piano orizzontale cui è perpendi- 
colare r asse della superficie proposta : si otlerebbe V inten- 
to, tirando per e X ordinata d'cf alla curva pV^^, che rap- 
presenta la projezione verticale della generatrice di tal super- 
ficie , allorché nel generarla si trova in sito parallelo al pia- 
no verticale ; iudi descrivendo col centro a , e col raggio 
uguale a d'^'^ il cerchio cde^ ed abbassando da e' sulla LM 
la perpendicolare indefinita c'C^cc: l'altra projezione cerca- 
ta sarebbe uno di que' due punii c^c ove tal perpendicolare 
intersega la circonferenza di quel cerchio . 

140. Cor. Dalla costruzione del precedente problema si 
rileva anche in qual modo data una sola projezione di un 
punto esistente in una data superficie di rivoluzione intorno 
ad un asse verticale , si possa determinare il cerchio, che si 
descriverebbe da un tal punto , nel rivolgersi che farebbe la 
curva generatrice intorno air asse» 



Qe(Hnelria di ^o tS 

CAPITOLO TIII. 

9m\ 9Um TAHOVlfTI IV SPBIM^FIGIE .GOEYB y ■ DBLfcfr NOmilALI 
Ap B889 ; E SPpqiALHBMTE M QDELIiI TANGCETI LE 8|IFEEV|- 

^1£ ClUlfAElCEE 9 E COKICHE 



l4 1 «D£F.xyjii.Un piano si dirà tangente una su^ 
perfide curva, se pel luogo deiriDCOQtronon la sega^ 

442. Cor. Adunque potrà esso segarla allroYe. 

443. Scoli. Se pel luogo del coQtaito si facciano passare 
qufiDti.ai vogliaao piani seganti la superficie curva ; qoe- 
tlt .predurrauno in essa delle seriosi, che aTranno per rìspet- 
%ive litugenti le rette ris^Iti^uti per sezioni cjorriapoad^nti ne) 
pigino tangente. Foiclìè altrament^^ se ti^li rette non risultasi 
6^ro tangenti a quelle sezioni , anche il piano tangente se*- 
^herebbe queste, e perp ancora U superficie curva in cui Or 
sistono. 

144.. Cor. 1. Adunque tutte le tangenti alle sezioai pro- 
dòtte d9 piani seganti in una superficie curva ; in un punta 
di essa, debbono giacere in uno stesso piano , eh' è quello 
U quale tocca la superficie in quel punto • 

145. Cor. 2. E però assegnando il sito delle tangenti due 
qualunque sezioni prodotte in una superficie curva per ni^ 
punto di essa , si verrà a determinare il piano tangente U 
Vì^de^ima per tal punto. Adunque : 

PRINCIPIO FONDlAMENTÀLE. 

1 46. Si Q^t^rà il piano tangente uQa superficie 
curva qualunque^ per un punto di essa, assegnan- 
do le tangenti in tal punto la direttrice ^ e genera- 
trice della medesima. 



TQ QecnMrìa J& Sua 

Ed un tal problema potrà costrairai garaietricameBte , ^ 
descriUivamente, secondo che geometrica , o \n modo para* 
mente deacritiiTo possa esegatrsi la soluttone del proUema 
ik assegnar le taogétati a quelle cmre. 

447. Cor. Ndle Superficie coniche, e ciiindrrclie, la taiv 

rite.)a generatrice ib qualsivoglia ponto della anperQcie à 
generatrice stessa;^ 9 però H pifAO tangente in nn ponto di 
esse dovrà incontrarle lunga tutto il lato, che passa per ta( 
punto, e toccarle sempre y meutre le laogeutl le sezioni* pa- 
jallele alla direttricef cha sono curve simili (Iei».j2.), ne'pai|* 
ti ove mco^trapo un tal lato, risiiltano parallela tra loro. 

£ da ciò. vedesi aver queste, superQcie una sola curvatura, 
•1 esser però sviluppabili, 4ome. sarì^ Giostrati) io appresso» 

148.P&F.X1X. Daie, opiù superficie curve si din 

nnno taDgenti vicendevolfoente ^ se nel ktogo del 

^ontattp esse abbiano lo stesso piano tangente • 

449. Cor. Ed è chiaro, che due superficie curve le quali 
si tocchino possano \xk altro tor luogo ìntersegarsi^ 

iSo^DEF^nXa nqrtftale ad un|i superbie, cut- 

^a è la perpendicolare al piano ingente nel luogq^ 

4el contatto ^ 

451. ScoL. Siccome la tapgente df va lincia curva si b) 
^me il pro)uqgameiito dell' archetto dì espa , oos'^il piano 
tangente una superficie cui;va si pi|ò avere comp il prolunga- 
mento del\] eleqi^nto della superficie nel liyogo del coutatto^ 
Quindi la aormale a quel pianp taffgenjta sarjki. agche «.ormali 
fir elemento della superficie curva .Da che risulta essere il 
problema della normale ad una superficie, curva , in un dato, 
punto di essa, un corollario di quello del piano tangente pec 
ial puntp 9 e dello scoUo al n. 88,^ 
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PROPOSIZIONE LI. 



PBOilLEllA. 



iS? • Tirare un piano tangente una superficie ci« 
lindrica data di sito , per un punto dato in essa* 

Sìeno ab y aW [ fig.SS.I le projezioni di quella retta coi 
è costantemente parallela la generatrice della proposta super- 
ficie cilindrica , e questa abbia per traccia sul piano della 
projeziooe aò ìa cnrv^ pdq ; e sia e laprojezione su questo 
piano stesso del punto dato nella superficie proposta. 

Si tiri per e la retta ed parallela alla a b 'j dinoterà que- 
sta ed , com' è chiaro , la projezione orizzontale di quel la- 
to della superficie cilindrica in cui si trova il punto dato , e 
r incontro d di essa parallela colla curva pdq dinoterà il 
punto delle direttrice , cioè della traccia j9^^ , donde parte 
un tal lato . Or il piano tangente una tal superficie nel pun- 
to dato , dovendo toccarla in tutta V estensione di un tal la- 
to (n.447.) ) dovrà necessariamente incontrare il piano del- 
la traccia pdq nella retta dK\ che tocca in d questa curva . 
Adunque sarà tal retta la traccia del piano tangente cercato 
sul piano di projezione della traccia pdq . ^ costruendosi 
r altra projezione del punto dato ( pr. 47. ) , si potrà facil- 
mente esibire \ altra traccia di un tal piano(pr.J2d.)^ il qua- 
le resterà perciò determinato (pr.j2j2.) . 

153. ScoL.Se la retta ed avesse incontratala traccia pdq 
della superficie cilindrica in più punti , altrettanti sareb- 
bero i lati di questa ne' quali poteva trovarsi quel punto da- 
to per la sola projezione e ; che perciò altrettanti piani tan- 
genti si sarebbero potuti condurre a tal superficie in questo 
caso , ognun de'quali avrebbe avuto per sua traccia nel piano 
della projezione e la tangente corrispondente alla curva pdq. 
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PROPOSIZIONE LIL 



PROBIEIIA. 



i54* Tirare nn piano tangente ad una superficie 
cilindrica data di sito y per un punto dato fuori di 
essa • 

Kappresenti pdq [yi^*57.] la traccia della data superficie 
cilindrica , e sienoaA, a^b' le projezioni di quella retta cui 
è costantemente parallela la generatrice di essa , e e, c^ , le 
projezioni del punto dato , per le quali si tirino le c/^ c^f% 
parallele alle ab , a'V rispettiTamente ; saranno queste cf , 
c^' le projezioni di quella retta^ che dal punto dato si con* 
duce parallela alla generatrice della superficie cilindrica 
proposta (prop,37.) . Or una tale retta , com' è chiaro , de* 
ye esistere nel piano cercato ; che perciò la traccia di que- 
sto sul piano della pdq dovrà passare per lo punto f, in do- 
ve questo piano di projezìone è incontrato da quella paralle* 
la. Ma una tale traccia deve anche esser tangente alla traccia 
pdq della superficie cilindrica. Adunque essa sarà la fdK', 
che per lo punto f si tira tangente alla curva j^rf^ . E la trac- 
cia dì un tal piano tangente suU' altro di projezione si esibi- 
rà per mezzo della prop. 23. 

Volendosi inoltre determioare le projezioni della linea di 
contatto di questo piano tangente colla superficie cilindrica, 
è chiaro,che una delle projezioni di questa si otterrà tirando 
per d la de parallela alla ab ^eV altra colf esibire la proje- 
zione D' del punto d sulFaltro piano di projezione , e tiran- 
do poi per questa la D'e^ parallela alla a^b\ 

155.ScoL. Se più tangenti si potessero condurre dal pun- 
to falla cuTYSipdq y altrettanti sarebbero i piani tangenti ad 
essa , che gli si potrebbero condurre pel punto dato ; e cia- 
scun di questi avrebbe per sua traccia sul piano della p (f^ 
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una di tali tangenti , e la traccia corrispondente si deter- 
minerebbe per mezzo della citata prop. 23. Che se poi niu- 
na tangente si possa condurre dal punto f alla curva pdq , 
come avverrebbe per un esempio in taluni casi della curva 
p dq , che fosse un' iperbole conica ; allora niun piano tan- 
gente si potrà condurre alla superficie cilindrica proposta dal 
dato punto fuori di essa • 

E da ciò resta pienamente determinato il precedente pro« 
blema • 

PROPOSIZIONE LUI. 

PBOBLEMA. 

i56. Tirare un piano tangente una superficie ci- 
lindrica data di sito , il qual sia parallelo ad una 
linea retta di sito. 

Sìeno eh , c^h^ [ flg.38. ] le projezioni della retta di silo 
cui dee esser parallelo il piano tangente una superficie cilin- 
drica , che abbia per sua traccia nelV un de' piani di proje^ 
zione la curva pdq j e per retta cui serbasi costantemente 
paiallela la sua generatrice quella delle projezioni abj a'b'. 

Si faccia passare per la retta data di sito il piano paralle- 
lo alla retta , che ha per projezioni le ab , a'b' (pr.39.) , e 
sia fi la traccia di questo piano su quello di projezione della 
cuTY9Lpdq, £ chiaro che il piano tangente cercato dovrà es- 
ser parallelo al precedente ^ e quindi incontrare il piano del- 
la curva pdq'm una retta tangente a questa, e parallela alla 
fi. liaonde si avrà la traccia di tal piano tangente, su quel- 
lo di projezione ov' è la curva pdq , tirando a questa la tan- 
gente kdK' parallela alla fi : e tirando per K"" la retta K^'A' 
parallela all' altra traccia Wg' del piano che si è condotto 
parallelo alla generatrice della superficie cilindrica proposta > 
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una tal parallela K^A*' , sarebbe V altra traccia dd piano tan- 
gente cercato (pr. 38 ). 

1 57.Sgol.1 .L' operazione grafica di tirare la tangente pa- 
rallela ad una retta di sito data nel piano di essa , si es^ue 
per mezzo del noto strumento detto pandlelismo , adattando 
una delle righe di esso lungo la retta di sito, o altra qualun- 
que , che le sia parallela , ed allontanandone V altra riga , 
finché vada a toccare la curva proposta ; il che non potendo 
ayrenire il problema sarebbe impossibile w E nel caso che la 
curva fosse definibile, dalla natura della medesima potrà ri- 
cavarsi la geometrica costruzione del problema. 

158.ScoL.2. E per tal modo si potrà condurre la tangen-* 
te ad una curva, che s' inclini ad una qualunque retta di si- 
to nel piano di essa , in un dato angolo. 

Imperocché costituiscasi ad un punto F [ flg.39'] della ret- 
ta di sito DE l'angolo GFD uguale al dato R; la tangente BH 
la curva data BÀG parallela alla GF soddisferà al quesito . 
Ed e chiaro che queste possano essere ancor due, come due 
sono le rette GF , che con la FD comprendono angoli uguali 
ad R; e talvolta che risulti insuscettivo di soluzione il pro- 
blema, come avverrebbe nell' iperbole , se la retta di silo ne 
fosse r asse primario , e V angolo dato quello, che da que- 
sto può comprendersi con un diametro qualunque. 

PROPOSIZIONE LIV. 

PROBLEMA. 

i5g. Tirare aduna superficie cilindrica un pia^ 
no tangente , che s' inclini all' orizzontale in dato 
angolo. 

Per la retta cui è costantemente parallela la generatrice 
della superficie cilindrica proposta , che potrà anche essere 
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un lato qualunque di questa^ le cai projeziom sieno rispetti-» 
Tamente dR\ì)^b^ \fig*40, ] si faccia passare il piano dkfb\ 
che s' inclìoi alV orizzontale nelV angolo dato R (pr. i4.) ; 
ìndi si conduca alla direttrice pdq della superGcie cilindri- 
ca , eh' è nel piano orizzontale, la tangente hk parallela alla 
traccia orizzontale S!d di quel piano {sc*i.pr,53>) ; è chia- 
ro esser questa la traccia corrispondente del piano tangente 
cercato. E la traccia verticale si esibirà producendo la A A: fi- 
no ad incontrare in H^ la LM , e tirando per H' la }Mh' pa* 
rallela alla hfb' traccia corrispondente del piano b'k d. 

160.ScoL. Si vede , che il problema avrà tante soluzioni^ 
per quante tangenti parallele alla Afb potranno condursi al-^ 
la curva prff ; e nel caso , che alcuna non ve ne corrispon-» 
da y il probleina sarà impossibilCà 

PROPOSIZIONE LV* 

^llOBLEMA* 

161 .Tirare un piano tangente una superficie co*- 
nica data di sito , per un punto dato in essa* 

La soluzione di questo problema è identica a quella del già 
risoluto nella prop. 51.; e solamente conviene avvertire, che 
le proiezioni de' lati di questa superficie , com è già noto ^ 
debbono passare tutte per le corrispondenti projezioni del 
vertice del cono dato. 
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PROPOSIZIONE LVl. 



PROBLEMA. 



i6a. Tirare un piano tangente una superficie co- 
nica data di sito y per un punto dato fuori di essa. 

Anche la soluzione di questo problema si può condurre 
nel modo stesso , che quella della prop. 52, 

PROPOSIZIONE LVII. 

j63.Tirdre un piano tangente una superficie co- 
nica data di sito, il /{uale sia parallelo ad una ret- 
ta anche data di sito • 

Per lo vertice del cono si tiri una retta parallela alla data 
( pr. 37. ) ; e poi per lo punto ove questa parallela incon- 
tra il piano di proiezione della traccia della superficie coaì- 
ca ( pr^ i6^ ) , se ciò avviene , si tiri la tangente a questi 
traccia : una tal tangente sarà la traccia corrispondente del 
piano tangente cercato . E l' altra traccia si otterrà produ* 
cendo la già avata fino ad incontrar la comune sezione de pia- 
ni di proiezione ^ e congiugnendo un tale incontro con la 
projezione corrispondente del vertice del cono . 

Che se poi quella parallela non incontri il suddetto piano 
di projezione , si avrà la traccia su questo del piano tangen- 
te cercato , tirando alla traccia della superficie conica una 
tangente parallela alla projezione corrispondente delia retta 
condotta dal vertice suo parallela alla data , o anche a dirit- 
tura a quella di questa . 

E r una , e 1' altra cosa cemprendonsi abbastanza da lo- 
ro stessa . 
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PROPOSIZIOPW; LVIII. 



PROBLEMA. 



i64*Tirareun piaoo taDgeute una superficie co* 
nica data di sito , il quale s' inclini al piano oriz- 
zontale in un dato angolo. 

Al punto a' [ flg. 44. ] , projezionc verticale del vertice 
della superficie conica proposta , costitaiscasi con la retta 
<x'A^ 9 uguale alFaltezza orizzontale di tal vertice , V angolo 
A^a^B^ qaanto il complemento del dato R ; indi col centro a, 
proiezione orizzontale del vertice snddetto,e col raggio A'B^ 
si descriva il cerchio ab ; è chiaro esser questo la base di 
un altro cono del vertice stesso del proposto , tal che ogni 
piano tangente la sua superficie inclinasi alF orizzontale nel- 
1' angolo dato R ; e però dovendo tra questi esistere ancor 
quello che cercasi , è chiaro , che la traccia orizzontale di 
esso otterrassi, tirando la tangente comune db alla traccia o*. 
rizzonUle p dq della superficie conicji proposta, ed al cer- 
chio ab base del cono retto descritto : e passando un tal pia- 
no pel vertice del cono , ne sarà anche data la traccia verti- 
cale corrispondente {pr.23*) : che però rimarrà pienamente 
determinato. 

Ed è manifesto , che tanti piani tangenti con la condizio- 
De proposta potranno aver luogo, quante saranno le tangenti 
comuni bd 9i quelle due curve ; e che il problema risulterà 
possibile ne' casi , che il sia questo di riduzione per esso • 
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CAPITOLO IX. 



de' PIAKI tangenti 1E superficie CVBVE di RIVOLVZIONB 
COSTANTE ) E SPECIALMENTE LE SFEalCHC. 



PROPOSIZIONE LIX. 



rnOBi.EMA. 



i G5. Th'are un piano tangente una superfìcie di 
rivoluzione, il cui asse si supponga perpendicolare 
ad uno de' piani di projezione, per un punto dato 

in essa* 

Sìa a [ fig. 36. ] la projezionc deir asse delle superficie 
dala sul piano di projezionc cui esso è perpendicolare , che 
prendasi per Y orizzontale , A^a^ la corrispondente projezio- 
ne verticale, ;»^^'f^ la projezionc della generatrice di tal su- 
perficie nella posizione in cut è parallela al piano della AV, 
hi quale sarà perciò una curva identica a tal generatrice . 
Finalmente sia e la projezione orizzontale del punto del con- 
tatlt) , e c^ dinoti la corrispondente projezione verticale di 
lesso, la quale siesi determinata costruendo la superficie pro- 
posta ( pr. 50 ) . 

Or il piano tangente cercato dovendo esser quello , che 
passa per le tangenti condotte in questo punto dato al cer* 
chio orizzontale , che passa per esso (146.) , ed alla gene- 
ratrice verticale della proposta superficie curva , dovrà li 
^ua traccia orizzontale incontrare la ac , traccia corrispon- 
dente dal piano verticale in cui esiste la poc'anzi detta ge- 
neratrice, in quel punto ove essa izc è incontrata dalla tangen- 
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le della geosratrìce stessa nel punto delGonlalto daio : e di 
più siccome il raggio di quel cerchio , che va al punto del 
conlatto è parallelo alla ac>, e la tangente un tal cierchio nel 
punto slesso è orizzontale^ e quindi pai*alle!a alla traccia o- 
rizzontale del piano tangente cercato ; perciò!' angolo , che 
quelle due rette comprendono nel puntc^del contatto, doyrii 
esser uguale a quello della ac colla traccia orizzontale di un 
tal piano taDgent6^(yO.£/.jri.). Laonde questo- sarà retto al 
pari di quello. Nourefita dunque a. far altro, per esibire uni 
tal traccia,che a determinare il punto o v'essa incontra la ac. 
Per ottenerla basta riflettere, cbe la generatrice della superr- 
Scie proposta esiatente nel piano verticale che passa per ac^ 
ed il punto dato- in essa bannoTispetto all' asse , ed alla a e 
identico sito a quella, che ha la cuty^l p^d'q\ che dinota, 
tal generatrice nel piano verticale di prelezione, et punto d\ 
rispetto alla A!a\ ed alla A.'^M : che perciò, se per lo punta 
d' si tiri la tangente d'W alla curva ytd'i^^ la retta Air dir 
noterà la distanza dal punto a , alla quale la tangente della 
generatrice della proposta superficie curva, che passa per Ic^ 
punto dato in questa, incontra la.ac. Laonde taglia^ido sulla 
ac la ah uguale alla À'H% ed elevando da h alla ah, la perr 
pendicolare AK^ , sarà questa la traccia orizzontale del piar 
DO tangente richiesta . E la verticale sL otterrà» col mezza^ 
della prop. 23. • 

IGG. Se la superficie di rivoluzione fosse qudla di un»^ 
sfera, , il presente problema si ridurrebbe a tirare pel puni- 
to dato in essa un piano perpendicolare al raggio, che va al 
contatto , E la costruzione di esso a quella delia jj^rop. 32^. 
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PROPOSIZIONE LX 



TEOREMA. 



1 67 .Condurre per nna retta di sito un piano, che 
tocchi una superficie sferica data. 

Prendasi per V un de'piaoi di projezìone qaello cui è per- 
pendicolare Del punto f la retta dala [ fig^42.'\ , la quale a- 
Yrà^ per conseguenza, per sua proiezione sull'altro piano di 
projezione la perpendicolare indefinita ¥^f' , abbassata dal 
punto f sulla LM. Siene inoltre a^a^ le proiezioni del centro 
della sfera , ed il cerchio j>cf e la projeziene delia stessa sul 
piano cui si è supposta perpendicolare la retta data : un tal 
cerchio dinoterà anche la traccia, su questo stesso piano, dì 
una superficie cilindrica circoscritta alla sfera data , la cui 
generatrice sia una retta parallela alla data ; ed il piano tan- 
gente dimandato sarà, eom' è chiaro, quello stesso , che per 
un punlo qualunque della retta data si condurrebbe a questa 
superficie cilindrica ^ cioè avrà per sua traccia sul piano del 
cerchio pde la tangente fd , che dal punto f si conduce a 
questo cerchio ; e V altra traccia sarà la perpendicolare K'A' 
elevata alla LM nel piano verticale , dal punto K^ , oy' essa 
è incontrata dalla fd . 

168. ScoL. La soluzione del presente problema si vedrà 
tra poco compresa , come un caso particolare, in quella del- 
la prop. 65 e 
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LEMMA. r.-^PROBLEMATICa. 

169. Doli in un piano dm cerchi di grftndgaxooy € diùtOy 
condurre ad csh là tangente commne.. 

Sia DQ [Sg.43.] una iangeotecoffliiDe^aHriie^cereBi PDE^,. 
QGH, dati come poc'anzi si è detta ; tirati i raggi AD, BQ^ 
a'pUDti de contatti^rballeranaa simili i triangoli ADK^BQK;. 
e quindi starà AD ; BQ ::. AK : KB. Laonde sarìi dato nel- 
la congiungente AB de' centri de' cerchi dhti il panti>'K,pet 
i}uale deve passavo la- tangente comune ad esslv. 

COUPOSIUOIIB GSOHBTaiCib 

* Si prenda nella AB il punto K in modo> cbe-stià AK : KK 
t: AD : BQ , e per K si tiri la tangente allua cerchia ^c^ao- 
sta dovrà toccare anche l'altroi 
La dimostrazione è chiara dalla costmziene; 

170. Scoi. È facile rilevare dalla soluzione derprecedeiK 
te problema , che nella congiungente AB i centri de* cerchi 
dati esistano due punti K diversi, d& ciascun de'quali sr-può^ 
condurre ad essi cerchi la tangente comune: ed un di questi 
punti è tra i centri A ^ B , l'altro nella AB prolungata dalla» 
parte del cerchio minore.E comechè per ognuno di tali pun- 
ti posson condursi ad un cerchio due tangenti ; risolteranao- 
perciò quattco le tangenti cooiiibL a' due oeichL 
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PROPOSIZIONE LXL 



PaOBLEHÀ . 



171. Condurre un piano tangente a due super* 
iicie sferiche date di grandezza, e di sito, q che pas* 
si per un punto dato, 

Dinotino i punti a^a^ \fig*44.'\ le proiezioni del centro di 
una di tali sfere, b^ ì/ quelle del centro delFaltra, e e, e le 
projezioni del punto dato . S' intendano esse sfere segate da 
un piano parallelo a quello delle projezioni a^hy e ^^ sieno 
\ cerchi p<2 e ^ qgh(^ Trig.pr.iJIL ) le proiezioni rispettiye 
delle sezioni prodotte da quel piano segante nelle sfere, cioè 
le projezioni delle sfere stesse. Ciò posto^ si conduca a'cer^ 
chi pdcj qgh la tangente comune dqk (Jem.pr.) sarà questa^ 
com'è chiaro, la proj[ezioiìe della tangente comune corrispon- 
dente in que'cerchi, che sono prodotti nelle sfere dal piano 
sega^ite suddetto > ed il punto k sarà la projezione sul piano 
aie di quel punto , ove la poc'anzi detta tangente incontra la 
congiungente i centri delle sfere date , ed il quale può pren- 
dersi come il vertice di quel cono, che viene a generarsi dal- 
la suddetta tangente^ se essa concepiscasi rivolgere, insieme 
co' semicerchi generatori delle sfere esistenti nel piano se- 
gante, intorno alla congiungente i centri di queste : e T al^ 
tra projezione di questo vertice nel piano a'b'c' sarà Y incon- 
tro A:^ della per pendicolare indefinita A'KV/ alla LM con la a'A' 

Or il piano tangente cercato dee toccare anchp una tal su- 
perficie conica, e quindi passare per quel punto, che ha per 
projezione le /<:, k\ o sia esso piano deve passare per la ret- 
ta di sito, che ha per projìBzioni le cA:, e' A' : che perciò il 
proposto problema si è ridotto al precedente . cioè a tirare 
per tal retia di sito un piano tangente ad una delle sfere date. 

172. Scot. Essendo due in diversa posizione le tangenti 
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comuni, che possonsi coDdurre a due cerchi ( 162. )y ne 8«* 
gve , che anche due diverse sieno le superficie coniche cir- 
eoscrittihili a dne sfere, una cioè , che le ioTilappa in una 
sola superficie conica, lallra^ chele chiude in due opposte: 
e sicc^MQ^e a ciascuna di queste possonsi tirare due piani tan* 
genti y saranno perciò quattro i piani tangenti due sfere, ed 
i quali passano per un punto dato : e due di essi le tocche^ 
ranno da una parte stessa, due allri per Tersi opposti* 

LEMMA II. 

473. Se in un piano esistano tre cerchi dati di grandezza , 
6 di silo ^ e ad essi , presi dite per voUa , si tirino le tangen^ 
ii comuni ; i tre punii ove queste concorrono colle rispettive 
congiungenti d(i loro centri , debbono trovarsi allogati in nna 
retta di sito* 

Si tiri per e \fig^45.']^ centro di uno de' tre cerchi dati, la 
retta ci parallela alla congiungente i centri b , a degli altri 
due , ed una tal parallela si prolunghi fino ad incontrare in l 
la retta fd , che unisce i punti di concorso fyd delle tangen* 
ti comuni a' cerchi a , i ; i , e, e che è data di sito, poichb 
•congiugne i punti f^ d dati di sito ( pr.i^) : sia in fine e il 
concorso delle tangenti comuni a' cerchi a, e : dico , che un 
tal punto debba trovarsi allogato nella fd. 

S' indichino con R, R^, R'' rispetti vamen te i raggi de' tre 
cerchi, che hanno per centri i punti a, &, e. E perchè deve 
«tare R : R' :: a f: fb ( w. 167.) , ed R' : R'^ :: bdidc ^ 
cioè :: bf: ci j sarii , per equalitk , R : R^' :: af: ci. Ma è 
poi R : R""^ :: ae : ec : quindi il punto e dovrà trovarsi allo- 
gato nella fd. 
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PROPOSIZIONE LXII. 



PAOUEMA. 



174 -Tirare hd piaoo tangente a tre superficie alr- 
riclie date di grandezza , e di sito. 

Fé' centri a^h^c [ /lg.45. ] delle tre sfere date^ si eoneepi- 
sea passare un piano, il qnale prendasi per nno di qaelli di 
projezione ; e poi si tirino ad essi cerchi, presi a due a dne^ 
le tangenti comuni, le quali concorrano con le rette^che con^ 
giungono i loro centri rispettivamente , in f^e^d \ sarìi data 
di sito la retta fed , che passa per essi ( lem. pree.^. E per«* 
che ciascuna di quelle tangenti rivolgendosi insieme co^ due 
cerchi che tocca intomo alla congiongente de' centri di que-^ 
sti , descrìve uni superficie conica tangente le sfere da essi 
cerchi descritte , si verrebbero perdio in tal rivoluzione a 
descrivere tre coni circoscritti alle tre sfere date , ed a cia<- 
scun de* quali verrebbe ad esser tangente il piano , che deve 
toccar le sfere ; che perciò un tal piano dovrk passare pe' Uk 
ro vertici, e quindi per la retta di sito fed • Laonde il prò* 
posto problema si è ridotto all'altro di, condurre per la ret- 
ta di sito fé d un piano tangente ad ana di quelIe^ tre sfere. 

175. ScoL. Poiché , come fti detto al nnm. 470 , a dne 
cerchi possonsi condurre due tangenti comuni in diversa pò* 
sizione; saranno perciò sei que' punti in dove le tangenti con- 
dotte a tre cerchi , presi due per volta , incontrano le rispet- 
tive congiungenti de' loro centri f, e^ dj hj ky g^ e questi pre* 
ai a tre a tre nel seguente modo, cioè fye,d*y ffkfQy e^k^hj d^ 
g^hy si troveranno allogati nella stessa retta di sito, cioè fed 
pe'tre primi , ed flcg^ekk, dgh per gli altri rispettivamen* 
te. Laonde il proposto problema resterìi sempre risolato per 
qualunque di queste quattro rette si conduca un piano tangen- 
te ad una delle tre sfere date. E siccome per una retta ù pò»- 
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SODO condurre ad una sfera dae piani tangeut nerciò ssr 
ranno otto diversi i piani tangenti tre sfere date , ' quali 
prò due , cioè quelli che passano per la retta fed^ tocv 'ì 
le sfere tutte tre da una stessa parte ; mentre ciascuno deVi- 
manenti tocca sempre due sfere da una parte, e la tersa dal- 
la parte opposta, come facilmente si ravvisa. 

LEMMA III. PROBLEMATICO. 

M6. assegnare su di un piano di sito la traccia di una su- 
perfìcie cilindrica , con la generatrice parallela ad una rei-* 
ta di sito , circoscritta ad urC altra di rivoluzioue ancor data^ 
con P asse perpendicolare a quel piano • 

Lo stesso per una superficie conica col vertice dato» 

PARTE I. F£A LK SUPERFICIE CILINDHICA. 

. Il piano dato di sito prendasi per quello di projézione o* 
rizzontale, ed il verticale di projeziooe passi per l'asse AA' 
\fg -46. ']de\Ì9i superficie di rivoluzione, ed abbia la sita trac- 
cia orìzzontale,cioè la comune sezione LM de'piani ortogona- 
li di projézione, parallela alla proiezione orizzontale de della 
retta alla quale è costantemente parallela la generatrice della 
superficie cilindrica proposta, di cui la corrispondente projé- 
zione verticale sia la d^W . Sia inoltre la curva BAC la ge- 
neratrice della superficie dì rivoluzione , nel piano verticale, 
intorno all' asse AÀ^ , e ad essa tirisi la tangente FG' paral- 
lela alla d'Ef , che incontri la LM in G' ; rappresenterà que-- 
sta quel lato della superficie cilindrica proposta , che la toc- 
ca in F , Della generatrice AFC , e G^ ne sarà un punto del- 
la traccia orizzontale. 

Or prendasi nella curva AFC, prossimamente ad F, un altro 
punto P , pel quale le si tiri la tangente PQ , e dal punto Q 
ove questa incontra 1' asSe indefinito A'A si tiri la QK parai* 
lela alla FG', che incontri l' ordinata HP pel punto P in K ; 
il qual punto , come apparisce dalla costruzione, che segue ^ 
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JoTrà cadere al di faorì della curra AFC, e per tal modo u 
Tedrà se doterà esso venir preso al di sotto , o al di sopra 
deH'altro F. E evidente , che nel rivolgersi la curva ÀFC 
intorno ad ÀÀ^ , per generar la superficie di rivoluzione , la 
tangente QP vi genererà una superficie conica , tangente la 
data di rivoluzione nel cerchio del raggio PH ; ed il pian» 
tangente uua tal superficie conica condottole per QK , sarà 
anche tangente quella nel punto R , ove la tang^ite condot- 
ta da K al cerchio del raggio PH incontra questo : ed il la- 
to della superficie cilindrica proposta , pel punto K , do* 
vendo esistere in tal piano ( n. 144. ) , ed esser parallelo 
alla retta di sito , si costniirà nel seguente modo. Il punto 
P si projetli orizzontalmente in P'', e l'altro K in K' , e de- 
scrivasi col centro A', e col raggio AT' il cerchio P^r , cui 
si tiri da K' la tangente KV ; saranno quel cerchio , e que- 
sta tangente le identiche proiezioni del cerchio pel ponto P, 
e della tangente esso per K : ed il punto r sarà però la pra- 
jczione orizzontale dell' altro R , per dove passava il suddet- 
to Iato della superficie cilindrica ; e la corrispondente pro- 
iezione verticale di quel punto sarà Y incontro / della HP 
con la perpendicolare indefinita rR'/ abbassata da r sulla 
LM. Adunque V una delle projezioni di quel lato sarà la rT* 
parallela tirata per r^ alla d'lEi\ e V altra la parallela re tirata 
per r alla (fé ; e l'incontro t di esso lato col piano orizzonta.- 
le risulterà determinato . 

Nel qual modo determinando gì' incontri di altri lati con 
tal piano > là curva condotta per essi, e pel primo punto der 
terminato G', sarà la traccia cercata. 

PARTE II. , PER LA SUPERFICnS CONICA. 

Il piano di proiezione verticale passi per Tasse Ak'[f.47], 
della data superficie di rivoluzione , e pel vertice S del co- 
no circoscrittole, di cui ne saranno due lati, che toccheranna 
quella nella curva AC ^ le tangenti SF, SF, che da S si eoa 
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durranno a questa; ed i loro incontri con la LM saranno due- 
punti della traccia orizzontale richiesta . E tutta la costru- 
zione procederà come nella parte precedente, se non che, in- 
Tece di tirare per gU incontri Q delle tangenti la curva BÀC 
con r asse ìnd^nito AA^ le parallele alla projezione verticv 
le della retta di sito, converrà congiugnerli col punto S ver- 
tice della superficie conica . Ed ottenuti col procedimento 
suddetto i punti R di contatto della superficie conica generata 
da QGH con quella di rivoluzione , i lati corrispondenti a' 
punti stessi dell' altra superficie conica richiesta avranno 
per projezione le coogiungenti le projezioni r, / del punto 
R con le corrispondenti projezioni S , S^ del punto dato. 

177. Cor. Dalla precedente costruzione si rileva , che la 
curva condotta pel punto F'^ e per tutti gli altri punti r sia 
metà della projezione orizzontale di quella di contatto del- 
la superficie cilindrica , o conica con quella di rivoluzione , 
esistendone 1' altra metà identica , e facilissima a descriver* 
si , dalla parte posteriore della LM : e che V altra curva 
condotta pe^punti F, r%/,... ne sia la corrispondente proje- 
zione verticale ; ond' è che una tal curva di contalto rimarrà 
anche assegnata. 

178. ScoL. Se mai , per la parte I , si potranno condurre 
due tangenti alla curva BAC , parallele alla cf'E^ e per la 
parte II , che cadano in essa dal punto S, si otterranno due 
punti di contatto per volta della superficie cilindrica , o co- 
nica con quella di rivoluzione , e però due lati di ciascu- 
na di esse , che si vedrà involgere , e comprendere intera* 
ménte la superficie data di rivoluzione ; e la traccia oriz- 
zontale della superficie cilindrica , o conica risulterà quin- 
di una curva chiusa. Che se una sola sia la tangente , un sol 
•lato si avrà per volta , e la traccia risulterà una curva i cui 
rami non ritorneranno a riunirsi . Finalmente se alcuna tan- 
gente , o nel principio della costruzione , o nel prosegui- 
mento di essa non possa condursi alla curva generatrice del- 
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la superficie di riToluzione eoa le condizioni assegnate ^ si 
rileverìi da ciò , che co' dati proposti non era possibile il 
problema , o pure , che la superficie cilindrica y o conica 
debba ariestarsi in quel luogo , ove la costruzione comincia 
a rendersi ineseguibile. 

PROPOSIZIONE LXIIL 

^ raOSLEMA. 

179. Condurre per una retta di sito un piano 
che tocchi una data superficie di rivolutone* 

L' asse della superficie di rivoluzione stabiliscasi per-; 
pendicolare al piano orizzontale ; e determinala su questo 
la traccia della superficie cilindrica ad essa circoscritta, con 
la generatrice parallela alla retta di sito (/em./irec./i*^.) ; il 
problema si vedrà ridotto a tirare, pel punto d' incontro del- 
la retta di sito col piano orizzontale, la tangente alla traccia 
assegnata della superficie cilindrica^ sarà questa tangente la 
traccia orizzontale del piano tangente cercato • Ed assegnato 
rincontro della retta di sito col piano verticale di projeziooe; 
la congiugnente un tal punto con quello, ove la traccia orìz- 
zontale incontrava la comune sezione de' piani ortogonali ^ 
darà la traccia verticale del piano tangente richiesto • - 

180. La soluzione avrebbe potuto egualmente effettuarsi, 
circoscrivendo alla superficie data di rivoluzione una superr 
ficie conica, avente per vertice un punto qualunque della ret« 
ta data di silo {lem.prec.p. 2)* 
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PBOPOSIZIONE LXIV. 



VBOBLEKA . 



181 é Tirare ad una saperficie di rivoiazione y 
eon r asse verticale^ un piano tangente parallelo ad 
un piano dato • 

Sia a [flg. 48.] la projezione orizzontale dell* asse della 
superficie data, AV la verticale^ /i^cT^^ la proiezione della 
generatrice di tal saperficie, nella posizione in cui è paratie^ 
la al piano Tcrticale di projezione , che sarà perciò una car- 
ta identica a tal generatrice . Finalmente sieno EY9 EY^^le 
tracce di qoel piano cui deve esser parallelo Y altro 9 che si 
vuol tirare tangente alla saperficie proposta. 

Si supponga passare per V asse della superficie data un 
piano perpendicolare al dato f'^'f\ an tal altro piano avrà 
per sue tracce la ^aH^ perpendicolare alla Wfy e la Wh' per- 
pendicolare alla LM , ed intersegherà il piano fE/f , ed il 
piano tangente, che si cerca, in due rette parallele tra loro ; 
Tale a dire , che la tangente la generatrice della proposta 
saperficie curva, in quel punto ov' essa è incontrata dal piano 
tangente , che vuol tirarsi , deve essere parallela alla comune 
sezione de' piani fEtf , g^'h' ; e l' asse della superficie pro- 
posta dovendo incontrare il piano dato nella comune sezione 
di questa con laltro^H'A^; la projezione di tal punto d'incon- 
cre sai piano della p'd'q' dovrà essere il punto &% ove sia- 
tersegano la projezione kfa' di quell'asse, e V altra della co- 
mune sezione suddetta , la quale si deteraùna fiicilmente , 
come nella prop, 28. 

Or si concepisca quel piano Terticale condotto per l' asse 
rivolgersi intomo a questo, fintantoché diveuga parallelo al- 
r altro di projezione Tcrticale ^ cica finché la saa traccia 
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gaW dWeoga aÀ*, parallela alla LM ; in tal caso tatto quello 
cb'è in esso segnato, cioè la curva generatrice della superfi- 
cie proposta , la comune sezione di esso col piano dato, e la 
tangente la suddetta curva parallela a quella confane seiio- 
ne, avranno un identico sito alle loro proiezioni sul piano di 
proiezione verticale : che perciò, se col centro a, intervallo 
agsi descriva l' arco ^A: , il punto k darà il luogo ove la co- 
mune sezione de' piani fE^f^ , jjfH^^' incontra il piano orit« 
zontale di proiezione, allorché il piano gWh^ passa nel nuo- 
To sito ; e se un tal punto k si projetti in K^, congiunta la 
K^k^ sarà questa la proiezione verticale di quella parte di tal 
comune sezione , eh' è interposta tra l' incontro di essa col* 
r asse della superficie data, e 1 punto k. E da quello che si 
% detto, la Wy rappresenterà anche la vera posizione di til 
retta,per rapporto alla curva generatrice della superficiepro* 
posta. Laonde se alla curva p^€tq^ si tiri la tangente F^c/7'pa- 
rallela alla K^l/ , questa dinoterà la tangente alla curva pro- 
posta, nel luogo ov'essa è incontrata dal piano tangente cer« 
cato , cioè sarà (t il punto di contatto ; che perciò projet- 
tandosi il pnnto d sulla ak^ e poi descrivendosi un cer- 
chio col centro a intervallo ad ; il punto e ove la cirooufe- 
renza di questo cerchio intersegherà la ^aH^ , rappresente^ 
rà.la projeziooe orizzontale di quel punto di contatto di cui 
la proiezione verticale sarà il punto e', ove incontransi la pa« 
rallela alla LM tiratale iperd\ e la perpendicolare abbassa* 
tale da e . Ed il problema presente si sarà ridotto all' altro 
risoluto nella prop. 59. 

ALITER. 

182. Fatta la stessa esposizione di dati del problema , 
che nella precedente soluzione , si determini l'angolo R [fig* 
48. ] in cui inclinasi il piano dato f^'f all' orizzontale (j^. 
J?6.) ; indi alla curva pd'q' si tiri la tangente F'{f7',che s'in- 
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iìlioi alla LM Dell angolo J'F'M uguale ad R , ed essa incoa«>. 
Iri la A'a' in a!. Sarà un tal punto la projozione verticale del 
vertice A della superficie conica circoscritta alla proposta 
di rivoluzione intorno air ass^ Aa , di cui ciascun lato in- 
clinisi air of izxontide nel^ angolo R, e la cui base sa que^sla 
piano sari il cerchio njfn y descritto col centro a projetio- 
pe orizzontale di quel TerUce , e col raggio ÀT'-, la quale è 
però il luogo geometrico di tutt'i piani tangenti la superficie 
proposta, ed inclinati allorìzzontale nell'angolo suddetto. Oc 
tra questi dovendo esistere il cercato , la cui traccia oriz- 
ai^ontale dee essere , per la condiziono del problema , paral- 
lela alla E'f , sarà facile ottenerla ^ abbassando dal centro 
a del cerchio la perpendicolare ag alla E'/* , e dal punto r 
Qve questa incontra la circonferen:Ka di quel cerchio elevan- 
dole la perpendicolare rT' • 1^ la traccia verticale corri- 
spondente sarebbe la parallela tirata^per T' alla traccia ver- 
ticale £V' del piano dato. 

183. Cor. Da ciascuna delle due precedenti soluzioni si, 
icileva y che il luogo de' contatti de' piani tangenti la supera 
ficie di rivoluzione proposta sia il cerchio del raggio ef'o!' 
projettato verticalmente in q^uesta retta , ed 0£J2^zontalmear 
i^ neir ugual cerchio cdc. 

484.ScouSe la superficie di rivoliuzione sia sferica, si potrà, 
prendere per piano di projezione orizzontale quello, che pas- 
sando pql centro A [/iy.^djsia perpendicolare al piano di sito 
f'E'/*; e pcirò la superficie sferica avrà, per sua traccia oriz- 
zontale il semicerchio, generatore P'RQ' , e per traccia verti- 
oale l'altro P'R'Q' . Eia traccia verticale del piano cercato.; 
dovrà, essere perpendicolare alla LM. Laonde se tirisi , dal 
centro A , la perpendicolare AG alla traccia orizzontale E'/* 
del piano dato, e dal punto R ^ ove essa, incontra il semicer- 
chio P'RQ', conducasi al cexchio la tangente RT', sarà questa 
la traccia orizzontale del pi%oo. cercato y e la perpendicola- 
^^v TV 41^ LM ne sarà la traccia verticale corrispondente. 
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PROPOSIZIONE LXV- 



PROBLBIIA. 



] 85. Tirare un piano Cogente una sfera, ed una 
superficie cilindrica, date di sito. 

Sia \a^ curva abc [figóO.J^ldi traccia orizzontale, o la di- 
Teltrice della superficie cilindrica, ed ai la proiezione su ti 
piano della retta generatrice della n^edesima in un punto qua- 
lunque . Il piano verticale di proiezione passi pel ceiOiro 
della sfera data, segnando in essa il cerchio generatore fh'fy 
e la ^ua traccia orizzontale LM, o sia la comune sezione eoa 
questo piano di projezione sia parallela alla ad , alla qasla 

i C€ 

quel cerchio le tangenti fG', f G', che risulteranno parallele 
fillfi A'd' , e però s^lla generatrice della superficie cilindrica 
proposta : ed esse' saranno ancora i lati estremi di un' altra 
superficie citindrica avente per direttrice il cerchio descrìt- 
\o da ff perpendicolarmente al piano verticale Si projezior 
se ; e questa superficie cilindrica incontrerà il piano oriz- 
zontale nèir ellisse G'nG' , descritta col centro IF ove U 
G'G' rimane divisa per metà dalla OH^ parallela ad f'Q' ; 
^on r asse maggióre G'G', e col minore nWn quanto il dia- 
inetro del cerctiiò generatore dèlia sfera * •' 

Qr poiché la superficie 4^1 cilindro proposto , 6 qaeN 



• V. . , ', 



W. ». 



^ Ciò sarà più appresso dimostrato , nel capitolo xn« , e può Mf 
^oipà rilevarsi dal lib. I. di Sereno de seciiontcyUndn. 
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V dìtfà , che 81 h ftssegttatà cireòscrìtU alta afefa ttaimò le 
lon> gemeratrìct parallele , ptìtiraDiìo però ave)^ piani tan* 
genti coknuni ; e le tracce erizzoiktali ài essi Barannò eia- 
scnkia delle tatagetiti cobintii alle due cutve direttrici abò ^ 
G^nG\ per Ognuna delle quali sarà facile assegnare la corrì- 
spotadente traccia verticale , prolungando quella fino alla eò* 
mune sezióne LM de' piani dì projezione, e per questo put« 
lo d' incontro tirando la parallela alla k^d^*. 

PROPOSIZIONE LXVl* 

paoaLEMA* ' 

iSGiTirate un piatto tangente una sfera ^ ed una 
superficie conica^ dab^di sitOé 

Il piano Terticale di pròjeiidne passi pel Centrò Ìflgi5f[ 
della sfera, e pel vertice À della superficie conica , di cui U 
projezione orizzontale sia a , e la direttrice di quella in tal 
piano sia la curva ice/. Pel punto À si tirino al cerchio fhff^^ 
sezione della sfera col pianò verticale , le tangenti ^f' i 
Af % cbe saranno i lati estremi , segnati nel piano verticale ^ 
della superficie conica inviluppante la sfera data^ nel cerctiiò' 
del diametro f'f ; e prolungate le kf^ kf' fino alla LM ia 
G^,G'^ sarà G^G'' l' asse maggióre dell' ellisse prodotta in tal 
superficie conica dal piano orizzontale^ che la sega; ed essa^ 
determinatone \ asse minore corrispondente , si descrìva nel 
piano orizzontale , e sia la (jpGf'. E chiaro , che le tan* 
genti comuni a questa ellisse , ed alla traccia bcd della su-^ 
perficie conica propòsta, saranno le tracce orizsontali di cia-^ 
scun de'piani tangenti cercati : e le verticali si determìneran* 
tM> congiugnendo col punto A gl'incontri di quelle con la LM^ 

1874 SooL. Per determinar 1' asse minore dell' ellisse 
G^l^ G"" ^ si prolunghi la AG fino alla G^G^ in H% pel qual 
punto si tiri la klAfk perpendicolare alla AH^, e tra le AG""^ 
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AG^^e per es^a si concepisca il piano perpendicolare a qnel-^ 
io del triangolo G' AG"* , che segnerà nella superficie coni- 
ca il cerciiio A/iA: , il quale incontrerebbe il perimetro deU 
r ellisse G'pG' , sezione prodotta nella stessa superficie co- 
nica da un altro piano similmente perpendicolare a quello del 
triangolo suddetto Q^nella perpendicolare Wp ad un tal pia- 
oo \ che sarà però una loro ordinata comune pel punto H^, e 
quindi assegnata. Or dividasi G^G^ per metà in Q', e sia Q'f 
il semiasse minore dell' ellisse G'jiG' ; sarà G'H'G': H'ji* 
:: Q'G^': Q'^' ;- e pfer conseguenza la Q'jr rimarrà geome* 
uricamente assegnata . 

SCOLIO PER LE DUE PaECEDENTI PROPOSI Z IONI. 

188. Le direttrici della superficie cilindrica data disilo 
tella.pr.65, e della conica egualmente data nella 66,essettdo 
curve qualsi vogliano, anche non definibili geometricamente , 
le tangenti comuni a ciascuna di esse , ed airellìsse , che ot« 
tiensi dall'analisi geometrica del problema, si tireranno in da 
ìnodo grafico, x> sia meccanico.Ma se quelle sieno ancor esse 
curve del second* ordine, come più facilmente può aver luo- 
componendosi la superficie cilindrica ^o conica data esser quel- 
la del cilindro, o cono considerato negli Elementi, vi si potrà 
soddisfare in modo geometrico, e rigoroso prevalendosi delie 
soluzioni di tal problema date dal Pergola , rilevandola dal- 
I^analisi algebrica {**) , e dallo Scorza per le vie della sinte- 
si {***) con un'analisi geometrica di greca eleganza. E si Ta- 
na , che Taltra , dopo matura ponderazione , mi hanno fatto 
desistere dal qui riportare, come da prima pensava, due al- 
tre analoghe soluzioni dello stesso problema, l'una, cioè, col 
metodo Cartesiano , Y altra con V analisi degli antichi ; poi- 



(*] §. 35. Sez. Con. voi. III. Con, §eom . 
C^) Semoni Coniche analitiche $§.i4tf e JS97. 
^*»«] Bwìmz, dellAnaUisi geonutnca degli antichi, probi. li. p.239. 
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tbè tutto (o stadio del ^metra non consiste già in accre- 
•cere soluzioni ad nn problema comonque esse risultino , che 
non sta in ciò 1' aumento della sciensa ; ma nella sfortarsk 
di ottener le pia eleganti , e quelle^ ritenere* 

PROPOSIZIONE LXVII>, 

i8g« Tirare il piano tangente una sirperficie dr 
moluzione data dir site , ed. un' altra cilindrica si-^ 
milmentedata. 

• U asse detta SQper&ie di rivoluzione stabiliscasi perpen- 
dicolare al piano di projezione orizzontale, sul quale si tra- 
«ferisca la traccia della superficie cilindrica proposta , se 
mai era data in altro piano^determinando grincontrì con quel- 
lo de'suoi lati, bastando sol cinque di questi, nel caso, che tal 
superficie fosse una curva conica(*)^Indi si esibiscala superfi- 
cie cilindrica, con la generatrice parallela a quella del cilin* 
dro dato, tangente la data superficie di rivoluzione , e se ne 
^assegni la traccia orizzontale(/em.3./'.^).£ chiaro,che il piar 
Bo tangentetal superficie di rivoluzione, el cilindro dato deb- 
ba risultar tangente questo, e la superficie cilindrica a quella, 
circoscritta ; e però, che la sua traccia orizzontale debba es- 
ser tangente le tracce orizzontali di siffatte due superficie ci- 
lindriche. Adunque condotta questa,o queste se sien più, si a^ 
vranno le tracce orizzontali di altrettanti piani tangenti , per 
ognun de^quali si otterrà la verticale corrispondente con asse- 
gnare rincontro con questo piano di projezione del lato di una 
delle due superficie cilindriche,pel punto dlcontaltOrdella sua 
traccia con quella del piano tangente, e congiugnendo tal in- 
contro con quello dove la traccia orizzontale incontrava la ca- 

[*) pr. 4. Ses. Co». ^ voL III. Corse geom^ 
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inane sezione de' piani di projezione . E noa sarli possibile il 
problema , se alcuna tangente comune non possa condursi al- 
le due tracce orizzontali delle superficie cilindricbe , Qome 
in t(^luQÌ cs\si può avvenire n 



PROPOSIZIONE Lxvm. 

paonLEi|4« 

1 90 .Tirare un piano tangente una superfìcie di rU 
Toinzione data di sito, ed *ua' altra conica sìoaìIh 
mente data , 

Si stabilisca l' asse detta superficie di rivolutone perpen^ 
dicolarmeùte al piano orizzontale , su cui trasferiscasi U 
traccia della superficia conica proposta , se era data in altr» 
piano ; indi si descriva Qol vertice del cono un' altra super-^ 
ficie conica tangente la suddetta di rivoluzione, assegnando^ 
|ie la traccia . È chiaro , che il piano tangente richiesto deb- 
ba poggiare su queste due superficie coniche , che banno il 
vertice coiaune ; e qnindi, che la sua traccia orizzontale deb* 
ba esser la tangente comune alle tracce orizzontali di esse- 
superficie coaicbe • {1 H verticale corrisp^adcnte sarà facile 
ad esibirsi. 

Ìjq stesso per ognuno de' piani tangenti , potendo essi es- 
$ev tanti , quante le tangenti comuni corrispondenti alle trac-» 
ce orizzontali delle superficie coniche data , e descrìtta per 
ausili^a nella spluzipne del problema: e questo non avrà ak 
cuna soluzione > se Ic suddette tracce non awjQvettano tajoe 

gente comune. 
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LEBIMÀ IV. FROKiEMATlCO. 

Idt. DaUdi $ko dm iftre ^ circoscrivere ad$$sey se «lènAr^ 
^uguali , una wfev^evs cilindrica ^«« disufpàoU una^ €Qnica^ 

9 

f , 

Paet. 1 vSieno prìmterftmeDte a^b [/^^5J2.f».y . Jle-pro]jezìo«^ 
ni orizzontali de'' «entri delle dae sfere* proposte uguali , del 
raggio R ^ ed aV b% le TrerticaK ^ e sia f il pnato ove 1» coa^» 
giongeate i loro centri , cioè l' asse del cilindro da circoscri^ 
Terle , incontra il piane OTizzeutdie^ cibe dovrà essere il cenr 
Irò deB' ellisse in cui la superficie cilindrica incontra un tal 
piano f » sia la traccia di essa sìA medesima ; ed il semiassa- 
minore dell' ellisse sarà H , il maggiore si ottersà producen*-^ 
do fino alla LM in G^ la tangente conrane a^ dite cerchi de* 
centri a% b^ nel piano Yerticate ^ e da G^' tirando la per- 
pendicolare G'^alla LMfino alla ab ^ sarà fg uBitat semi- - 
aise : sicché essa potrà fiieilmente descriversi (*) . Laonde^ , 
essendosi esibita una tal traccia della superficiie cilindrica , - 
il cui asse è dato ài sito ^ sark qi^esta datsf d% sita (nJ31..)^ 

PAnv. 2. Siene ora disuguali le sfere proposte da' raggi P,, 
11, e P il maggiore, sicché la superficie involgente le mede- 
aioie debba risultar eonica y e sieno a^^b [ fig.5%nJt. ] le- 
|NrQJezioni orizzontali de' centri delle medesime y a\ V le 
verticali . 

S' inteadan essa segate i» u» piana verticale per la a ^, che* 
vi segnerà i cerchi generatori delle medesime , e due lati del 
cono lora^ circoscritto ;, e sarà facile vedere , che facendosi 
P — • R : R :: a& I &a , debba esser ala proiezione orizzon- 
tale del vertice di quel eono y la cui corrispondente proiezio- 
ne verticale si avrà psojettando e in e' sulla a^ b^ . 

Or sieno QFC y QPC i lati superiore ^ ed infiiriore se- 
gnati nella superficie conica da quel piano verticale, ed ABC 
l'asse del cono stesso, e queste tre rette incontrino b abìsL- 

(*) pr. 8. S€Z^Cq%. voUUL Cwso gre^m» 
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definita ne'pQnti g^fjg y de' quali il puolo fh dato {pr.i6.\ 
e ciascun degli altri si determinerà nel seguente modo • Es- 
sendo nota la BC , e' l raggio della sfera del centro B y sark 
pur dato Y angolo in cui ciascuna delle due suddette tangen- 
ti s' inclina alla BG , che aggiunto , o tolto dall'angolo ACc 
risulterà dato quello, che ciascuna di esse tangenti compren- 
de con la indefinita oc ; e però i punti g , g rimarranno de- 
terminati , e quindi la gg y eK è V asse maggiore dell' ellis- 
se, ed è la traccia orizzontale della superficie conica in qui- 
stione ; ed il punto medio ne sarà il centro. E projettati i 
punti g^g/ifì G^^ G\ congiunte le G'c^, G'c'' saranno que-* 
ate le corrispondenti proiezioni verticali di quelle tangenti 
atesse. 

Che se pel punto f s' intenda passare un piano perpendi- 
colare ali' asse del cono, cioè alla Gf, produrrà questo nella 
superficie conica un cerchio , il cui raggio , come rilevasi dal 
precedente ragionamento è dato. Ed essendo esso 1' ordinata 
corrispondente nell' ellisse sopraddetta , alla distanza data 
Of dal centro di questa , risuUerìt però ancor dato il se- 
miasse minore della medesima , la quale potrà però descri- 
versi nel piano orizzontale. 

Laonde essendo^ della richiesta -superficie conica , data la 
traccia orizzontale, e le projezioni e, c^ del suo vertice, es- 
aa sarà data (n.i32.) 

492.ScoL. Per mezzo di questo lemma rimane ancor riso- 
luto , senza cambiar piani di projezione , il problema di fì- 
rare per un punto dcUo un piano tangente due sfere da/e^ già 
recato nella prop.61 . y ove avvertasi , che non fu esposto il 
caso particolarissimo delle sfere uguali, poiché intuitivamen- 
te riducevasi a tirare dal punto dato una retta parallela alla 
congiugnente i centri delle sfere date y e per questa un pia- 
no tangente l' lina di esse. 
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PROPOSIZIONE LXIX. 



nOUBMA. 



193 .Tirare un piano tangente dne sfere, ed una 
(Bnperficie di rivolazione costante data dì sito • 

Si circoscriTa alle due sfere date > se disagaali la snper* 
ficìe conica , se ugnali la cilindrica, che le involga(^m. pr.); 
e poi si circoscrìva alla superficie di nToluzione la conica 
còl Tertice quello della già assegnata , o la cilindrica col lato 
parallelo alla conginngente i centri delle sfere ( lem. 3. ) : il 
piano tangente tali due superficie coniche^ o cilindriche sa^ 
rii il richiesto. Sicché non yi sarà bisogno per la dimandata 
soluzione del problema , che V esibir graficamente la costruì 
«ione indicata. 
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CAPITOLO X* 
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494. A' easi già per ÌBci<ieiiz» considerati ne' lemmi 2 e. 3 
pel contatto di superficie car^e tra loro , aggiogner^ , a fi» 
d' illustrare la definizione 1 9 con alcim eBièmfi% , cho diréU 
tamente la riguardi, la costrazione grafica del principal pn^ 
Uema de'contatti sierici^ qaello di descrivere una sfera , chp 
ve tocchi ifuaUtv altre date di grandezza ^ e di sito j riletao- 
dola dall' artifizio geometrico col quale lìi da me risoluta 
qoest' intera fiimiglia di problemi ^ cke presentai al pubbli* 
CQ fio dal 1809^ cbe fu di buot» riprodottane! tc^.I. de-* 
gli Atti della nostra Reale Accademia delle scioBM ^ od ori^ 
il sarà più estesamente trattata , insieme a' contatti ciroda* 
ri 9 nel toI.IIL degli Opuscoli MaienuUici . 

Aggiugnerò ancora al problema soprindicato V altro aft- 
ne ad esso , deHa sfera di un dato raggio , che ne tocchi ire 
altre date di grandezza^ e di sita^ dandone la soluzione geo- 
metrica in doppio modo , per ciascun do' quali oltìensi im- 
mediatamente la grafica corrispondente y col solo eseguire in 
tal maniera le costruzioni in quella indicate.E poco appresso^, 
in questa stessa parte I^ del presente trattata ,. se ne vedrà 
altra costruzione ancor più agevole nelV esecuzione grafica « 
per mezzo de' luoghi alla superficie sferica , che riducesi al-^ 
la semplicissima descrizione di tre cerchi nel piano do' ccn^ 
tri delle tre sfere date. 

I giovani si potranno pei da Iwo medesimi convenevole 
mente esercitare nel costruir graficamente gli altri proble^ 
mi de' contatti sferici , eam minando sulle ormo delle oorrir 
spondenti soluzioni geometriche esibite ne' soprindicatt vo^ 
lumi • E di alcuni di essi ne vedranno anche le analisi ^ e 
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le geomeCricbe compotizioiii nel luogo stesso poc* anzi M^ 
cemuito* 

Definuionb pel wquente lemma. 

195. 5e n^lki ha$e di un triangolo , e dal punio medio di 
essa prendasi una lof^za proporzionale in ordine alta semibase ^ 
ed alla semidifferenza de lati , la perpendicolare elevata «t| 
delia base dalT estremo di tal retta si dirà Direttrice di quel la-' 
verso del quale questa si è presa % 

196. Così la base AB [ fig.53.} del triangolo ADB si h\^ 
seclii in C , e presavi la retta C P terza proporzionale dopa 
le dne rette AG , ed '/i(DB — DA)^ si elevi ad AB dal pun- 
to P la perpendicolare PS ; questa potri^ chiamarsi la direte 
triee del lato AD , il quale colla PS è dalla stessa parte del 
punto C • E prendendovi Cp uguale a CP, ed alzata dal pun- 
to |i la |i< perpendicolare a4 AB , sar2^ \9, ps direttrice del 
lato DB , per esser le due rette j9j , e DB dall' altra parte 
d^l punto G , cioè amendue a destra di G , come'si vede» 

iEMMA I. FONDAMENTALE (*), 

197. Se diasi la base AB del triangolo ADB^ e la differen- 
za de* lati di esso DB , DA ; ciascuno di questi due lati avrà ' 
una data ragione alia perpeudicota/re abbassata dalt angola 
veriicak D sulla sua direttrice • 

Dw.CaA. 1 • Col centra D , intervallo DA , che sia il mi^ 
Bore de' due lati del proposta triangola , si descriva il cer- 



(*) Un ial lemma si è àeiìo fondamentale , perchè Ìmm di tutte le so- 
luziooi uniformi de' probleoii de* cootalti si circolari » che sferici dal 
Pergola > e da me esibito • 
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«Ilio EVA, e V altro Iato £)B si prolunghi inaino alU circoB-T 
ferenza in E ^ e si bisechi la BA in C , e la BV in G ; sach^ 
AC : BG :: BG : CP ; e quindi BG'=ACxCP, e prenden- 
do i loro quadrupli anche BY'= AB X 2CP. Ciò premesso, 
dal pnnto D si abbassi la DR perpendicolare ad AB , e tì si 
prenda Cr ugnale alla CR; sarii la rimanente parte rB ngua^ 
le alla rimanente RA ; e quindi Rr, eh' è differenza delle due 
RB, rB y sarà uguale alla differenza de' due segmenti RB ed 
RA della base del triangolo , cioè alla BH . Yale a dire V è 
2CR = BH , e BH — 2CP=2CR — 2CP = 2PR , 

Or per la natura del cerchio il rettangolo £B V è uguale^ 
all' altro ABH . Dunque togliendo da essi rispettivamente il 
quadrato di BV , o 1 suo uguale rettangolo di AB in 2GP , ' 
come si è dimostrato precedentemente , resterà il rettangolo 
EYB uguale all' altro di AB in BH — 2CP , cioè di AB in 
2PR. E quindi sarà EY a 2PR , cioè , prendendone le metà 
loro , AD a DS , come AB a BY ; la qual ragione è data , 

Cas.2.L' aggregato de' due rettangoli EBY, BY* ò ugut« 
le alla somma degli altri due ABH , ed AB X 2PG , che a 
quelli si sono mostrali rispettivamente ugnali . Dunque sarà 
2DBxBY = AB (BH +2PC ) = AB ( 2CR + 2PC^ = 
ABx2Rp . E quindi starà DBadRj».^ o alla sua uguale 
D $ , nella data ragione della base AB alla BY differenza 
do* lati. C.B.D. 

LEMMA II. PROBLEMATICO- 

1 98. Do/o di posizione in punto B {flg-54.']y e la reità AH 
Urminata in ^; inclinare da quel punta su questa retta la BC, 
la quote stia al segmento CH troncatone da essa su di quella " 
in una data ragione , cioè comv> la retta m alt altra n. 
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SOLUZIONE GEOMETRICA. 



* 

Frendafti He uguale ad n ; si congiunga la BH, e dal pun* 
io e si adatti sulla BH la ci uguale ad m . Di poi da B si 
conduca la BC parallela alla b e ; sarà BG a GH , come 6 e a 
i H , pe' triangoli simili BGH , bcR , cioè come m ad it. 



SOLUZIONE AlfALITICA. 



Dal punto B si abbassi la BK perpendicolare alla AH ; 
poi pongasi BH=a , HK=&^ BK=6 , e KG=:a?. Sark HC 
= A — X, e BG = V ( e' + a;' ) . E per le condizioni del 
problema dorrà stare V ( ^* +^' ) • * — ^ :: m : n ^ onde 
aerassi la seguente quadratica equazione 



m' 



n* 

Che agevolmente potrà ordinarsi , risolversi , e geometrica- 
mente costruirsi . Ella intanto ha due radici, onde due pun- 
ti dovranno rinvenirsi , quando il problema non sia impossi- 
bile. E due punti anche rilevansi dalla precedente soluzione 
geometrica , ma nella BH , come la figura il mostra • E da 
ossa rilevasi pure intuitivamente, che i due casi riduconsi ad 
\in solo , quando la m pareggi la perpendicolare da e ab- 
bassata sulla BH ; e sieno impossibili quando ne sia minore. 

LEMMA in. TEOR. LOCALE 

199. Tutti que punii da ciascun de quali abbassando le 
ferpendicùlari su tre piani di sito che s'incontrano^ queste ser- 
tinsi tra loro costantamente la stessa ragione , che le tre rette 
date m^n^ry debbono essere allogati in una retta di sito]. 

SOLUZIONE GEOMETBICA. 

• SJeno MN, RS, TV [fig. 55.] , i tre piani dati di sito, 
e Ma primieramente X nn ponto dal quale abbassate so i doe 
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éì essi MN, RS le t>^rpendicolart BX, CX, steno queste tra 

loro come nr ad n* 

Si concepisca per la cotkiutie sezione KN di qtiesti due pia^ 
ni, e per lo punto X condotto un altro piano^ nel qoale si 
prenda un qualsivoglia punto x^ e si prolunghi la Xx^ che 
unisce quel punto con questo, fino allaftN in 2^ e poi god^ 
giungansi le fiZ, GZ. Finalmente dal punto x su' piani MN ^ 
KS si abbassino le altre perpendicolari hx^ ct^Xt quali è 
chiaro^ che debbano cadere nelle fiZ , C2 , ed esser quindi tra 
loro come le BX, CX, cioè nella ragione di m ad n. Quindi 
il plano RXN sarà il luogo geometrico di tutt'i punti X,a;,ec4 
da quali abbassate le perpendicolari su'piani dati MN, R&i 
sieno queste tra loro come ut ad n* 

Similmente il luogo geometrico di tutti que'punti da^qualt 
abbassate le perpendicolari su' piani KS ^ T Y, sieno queste 
Ira loro nella ragione data di n ad r^ si trOTerà essere un altro 
piano di sito condotto per la TS 4 Dunque la comune sezione 
di quel piano con questo sarà il luogo geometrico di que^pun^ 
ti da ciascun de'quali abbassandosi le perpendicolari su^trepia*' 
ni di sito MN,RS,TV^ sono esse tra loro nella ragione delle 
rette date m^ n^ r ^ 

Ciò posto ecco in qual modo resterà determinato il sito del 
luogo geometrico suddetto. Poiché tutti que' punti da' quali 
abbassate le perpendicolari su i piani MN, RS, queste sono 
nella ragione data di m ad n , debbono essere allogati in un 

* 

altro piano , che passa per la RN ; sia X uno di tali punti 
[ fig-àd.^ , e si prolunghi la CX > una delle due perpendico^ 
ri y quella al piano RS , finché incontri 1' altro piano MN \ 
sarà data la ragione di BX ad XN , per esser dato di specie 
il triangolo BXN^ in cui oltre \ angolo retto yì è dato l'an-* 
golo in N complemento di quello d' inclinazione de'piaui da* 
ti : ma è anche data la ragione di BX a CX . Dunque è da** 
ta la ragione di CX ad XN ; e sarà perciò dato il punto X 
per doYc passa il piano RXN [ fig.55* ] ; che perciò un tal 
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piana tat« dato di sito (*). E similmeBto determiuahdo il sU 
lo dellaltio i»aDO, che passa per la TS, e ch'è il luogo geo^ 
-aietrico di qae' paniti donde abbassando su i piani di sito RS^ 
TV le perpendicolari^ queste sono nella ragione data di nir^ 
^i Tedrà esser anche dato il sitD della comune sezione di quo* 
s|i piani , eh' è il loogo geometrico in quistione. 

200. Si prenda per piano orizzontale V un de' tre piani dati, 
t Steno K^a^k'a [flg. 57.} le tracce su questo dell' un de' due 
mitri ; Wi^ B^^^ quelle del rimanente di essi : indi preso nella 
IM un punto P % le si elevi la perpendicolare V^p^ fino alla 
traccia AV , e questa dividasi in x^ nella ragion data, in 
cui rimaneva divisa, nella costruzione precedente, la perpen^ 
dicolare al piano, che or fa da orizzontale , prodotta fino a^ 
piano nA'a^ ( cioè la ragion di GX : XN flg.66* ) congiunta 
la hfx\ sarà questa la traccia verticale del piano condotto 
per la A'^a, ch'è il luogo de' punti da' quali abbassate al pia- 
no di proiezione orizzontale, ed all' altro aAV le perpendi- 
colari , sien queste sempre r una all'altra come m : n. SimiU 
mente preso un'altro punto Q^ nella LM, le si elevi la perpen* 
dicplare Q^f ^, fino alla traccia verticale B'b^ del piano &B'&^ , 
e si divida la Q^q^ iny nella ragione in cui rimaneva divisa, 
nella costruzione precedente , la perpendicolare al piano di 
projezione orizzontale , prolungata fino all' incontro col pia* 
no b Vb\ congiunta la Wy sarà questa la traccia verticale 
del piano b B'y^ , luogo de' punti donde tirate a quelli le 
perpendicolari , sono esse nella ragione di m : r ; e l' in- 
tersezione de' due piani aAV, bBy^ sarà la locale cercata ; 
ond' è che , abbassate le perpendicolari rW , s^S^ alla LM ^^ 
avrà quella per proiezioni rispettive le rS\ <^R^; e sarà gra- 
ficamente esibita ^ 

(*) Poiché esso viene a passare per uoa retta , ad un punto di sito 
jfpr. W. J. 
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201. ScoL. Sìa ora , in un caso paitlcolare f dafcm éé 
tre piani dati perpendicolare al piano orizzontale , ani qua* 
Je sieno A'a , Wi , C^e [ fig.58. ] le tracce rìspettire di et* 
si ; e. le verticali venghino rappresentate dalle perpendicola- 
ri ÀV, B^b' y C^c' alla LM . E chiaro , che se pel punto f , 
intersezione delle hfa , B^£ si conduca la locale f F' de' pun- 
ti^ da' quali tirate le perpendicolari alle A^a, B'b sieno quo* 
ste come tn :n^ sarà tal retta la traccia orizzontale di quel 
piano verticale, ch'è il luogo de' punti analoghi rispetto appia- 
ni a K'a% b Wb\ Similmente, se dal punto g ove intersegan- 
si le tracce orizzontali a A' ^ cC^ de^ piani corrispondenti si 
tiri la ^G' locale de' punti, da cui abbassate a qudle le per* 
pendicolari , sieno queste tra loro come mi r \ sarti essa la 
traccia orizzontale del piano verticale, eh' è il luogo de punti 
corrispondenti relativi a' piani ahfa' , e C'c^ • E però V in- 
tersezione de' due piani verticali fF^^ g Ct'g^ cioè la per* 
pendicolare elevata , dall' intersezione o delle loro tracce 
orizzontali , a questo piano , sarà la locale cercata. 

LEMMA IV. PROBLEMATICO, 

202. Determinare in una reità di silo un punto , il quale 
se congiungasi con un altro dato , e dal medesimo si abbassi 
la perpendieolarc su di un piano di silo , sia quella congiun* 
gente in una data ragione a questa perpendicolare • 

SOLVZIOIVE GEOHBTaiGA. 

Sia MN [fig.59>'} il piano di sito , ed A il punto dato ; e 
rappresenti quel punto della retta di sito QO , dal quale 
abbassata sul piano MN la perpendicolare OP , e congiunta 
la OA , sien queste due rette tra loro nella data ragione 
di m : n • 

S' intenda condotta per la retta di sito QO un piano per* 
pendicolare al dato MN , dovrà in questo giacere la OP ; 
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eA il triangolo POQ essendo dato di specie, sarà data la ra* 
gione di OP ad OQ . Ma è anche data la ragione di AO ad 
OP; quindi sarà pur data la ragione di ÀO ad OQ^che com- 
ponesi da queste due : ond' è , che il problema proposto ri- 
ducesi ad , inclinare dal dato pnnto A , fuori della retta di 
sito QO terminata in Q , a questa retta , la AO , che stia al 
segmento OQ , che da essa ne tronca , verso il punto Q , in 
una ragion data , cioè al lem.ii. 

La stessa graficambnte. 

203.Sieno SN, SN^ ifigM.'] le tracce del piano dato, e 1 
piano Terticale di projezìone passi pel punto dato A , la cui 
projezione orizzontale A^ cadrà nella LM : inoltre la retta di 
sito sia perpendicolare al piano di projezione orizzontale in o • 
Tirata da o alla MN la perpendicolare op , sarà questa la 
traccia orizzontale del piano , che passa per la retta di sito, 
ed è perpendicolare al dato , e la verticale corrispondente 
sarà la perpendicolare dal punto R', ove la pò incontra laLM^ 
elevata a questa nel piano di projezione verticale , la quale 
incontri la traccia corrispondente SN' del piano dato in / ; 
e projettato il punto p in P", e congiunta la P'/, sarà questa 
la projezione verticale dell' intersezione p r^ del piano dato 
coir altro pìCr condotto per la retta data , e nel quale e- 
siste la perpendicolare a quello , che le si abbassa daf punto 
richiesto . Inoltre se dal punto o tirisi alla LM la perpendi^ 
colare oO'^' fino alla PV, rappresenterà q^ la projezione ver« 
iicale del punto d'incontro della retta di sito col piano dato . 
Adunque,se prendasi nella LM, dal punto 0', la O^Q' ugna* 
le alla op^ e giungasi la QY i s^^à il triangolo Q'9'O^ identi- 
co a quello , che nella soluzione geometrica era dinotato da 
POQ [ fig.59. ] , e però otterrassi la ragione di OP : OQ 
rappresentata da quella di q^O': f^Q'; e quindi avrassi ancor 
r altra di AO : OQ . 

Or espongasi separatamente la A^ quanio la congìungeu' 

8 
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le o\' nella figura, e da' punti o^f/ eicvinsi ad essa la per- 
pendicolare é?Q uguale alla 0'^^, e la .VA uguale alla A^A; 
ìndi si cerchi nella oQ un punto 0, da cui condotta al punto 
A la OA; stia OQ : OA nel!' assegnala ragione, e poi prendasi 
la O'o' uguale alla oO ; sarà ó" la projezione Terticale del 
punto cercato nella retta di sito , secondo le condizioni del 
lemma. Kd un tal punto rimarrà però graficamente assegnato 
(pr.32.). 

PROPOSIZIONE I.XX. 

raOBLCMA. 

ao^. Date quattro sfere di grandezza , e di sito , 
descriverne un' altra che le tocchi • 

SOLUZIONE GEOMETRICA. 

Sieno A. B, C, D [ fig-Si."] i centri delle sfere date, ed 
il centro di quella da descriversi , il qual sì congiunga co' 
t;entri delle date , per mezzo delle OA,OB,OC,OD, e si coor 
ducan pure le AB, AC, AD. Ciò posto, nel triangolo AOB, 
essendo data la base AB , e la differenza de' Iati BO , OA ; 
sarà dato il punto E della base, per dove passa la direttrice 
KF del lato AO (195), e quindi la ragione di un tal lato al- 
la perpendicolare OF, che cade sulla ìùY (lem.i.) . E perciò 
se facciasi passare per laEF un piano perpendicolare allaAB, 
un tal piano sarà dato di sito {pr.32.) ; e la perpendicola- 
rr OF alla EF essendo anche perpendicolare ad esso piano , 
sarà pur data la ragione di AO alla perpendicolare OF dal 
punto abbassata su questo piano . Similmente dovrà es-' 
ser data la ragione dì AO alla perpendicolare OH , che dal 
punto si abbassa su quel piano perpendicolare alla AC , 
il quale passa per la direttrice GH del lato AO nel triango- 
lo AOC ; e cosi pure è data V altra ragione della AO alla 
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OL , che dal ponto si abbassa peipendicolarmente a quel 
piano normale alla AD^ condottole per la direttrice KL del 
lato ÀO nel triangolo AOD . Quindi risulterà data la ragio-- 
ne delle tre perpendicolari OF, OH , OL ; e perciò il pun- 
to sarà allogato in una retta di sito ( lem.3. ). Ed il pro- 
posto problema si ridurrà ad inclinare dal dato punto A a 
questa retta di sito la AO, sicché abbassata dal suo estremo 
O su quel piano > che passa per la EF ^ la perpendicolare 
OF 9 sia data la ragione di AO ad OF , cioè al precedente 
lemma problematico . 

La stessa graficamente costruita. 

205. Prendasi per piano di projezione orizzontale quello 
condotto pe' centri A,B, C [ fig-Si.'] di tre delle sfere date^ 
e passi il verticale per quello D della quarta sfera , e per 
r altro B dell' una delle precedenti , prendendo quella , che 
faccia risultare i centri A , C delle altre due da una medesi- 
ma parte della comune sezione LM de' piani di proiezione ; 
ed abbassate da' punti D , A le perpendicolari DD% AA^ al- 
la LM, si cougiungano le AD"", A^'D , che saranno le proje- 
zioni della congiungente AD nello spazio i centri delle sfere 
A , D ; ed uniscansi pure le AB , AG. 

Sia inoltre il centro della sfera richiesta ^ e supposte 
congiunte le OA^ OB, OC, OD, saranno dati nelle basi AB , 
AC, AD de' triangoli AOB , AOC , AOD i punti F , G , K, 
per dove passano le direttrici dello stesso loro comune lato 
AO, de' quali i due £ j G assegnati come nella definizione al 
n. 1 95 appariscono effettivamente segnati nel piano orizzon- 
tale , e dell' altro K, eh' è nello spazio si otterranno le prò- 
jezioni nel seguento modo. E chiaro che le AD, AD' risultino 
similmente divise dalle perpendicolari da' punti dell' una ab- 
bassate suir altra, e però ottenuto il punto K nella AD, con 
la proporzione indicata nel n.195 , per averne la corrispon^ 
dente projezione orizzontale , basterà dividere la AD^ in A* 



•* 
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proporzionalmente ad ÀK , KD ; indi abbassata da k sulla 
LM la perpendicolare kK' prodotta fino alla A'D, sarti k' la 
corrispondente projezione verticale del punto K . Adunque 
saranno ancor dati di sito i piani , che per le anzidette diret- 
tri ci del lato ÀO , e però pe punti E , G , K , si condooono 
perpendicolarmente alle rette AB, AC, AD, de'quali i primi 
due , risultando Terticali , hanno per loro tracce orizzontali 
le stesse rette EF, GH, per verticali corrispondenti le per- 
pendicolari eleVate alla LM da' punti F , H ; e quelle del 
terzo piano, cioè del perpendicolare alla AD in ifi^ senza ^ 
men ricorrere alla costruzione della prop.32 , si assegneran- 
no nella seguente facilissima maniera , cioè. Dovendo un tal 
piano iutersegare quello del triangolò ADD^ in una retta Kn 
perpendicolare alla AD , sarà retto V angolo AKn , e però 
assegnando la Kn terza proporzionale in ordine ad A^ >e 
A'K, o sia K^k\ che sono date, si otterrà il punto n, per do- 
ve passa la traccia orizzontate di quel piano ; e questa ver- 
rà rappresentata dalla perpendicolare nW alla AD' ( 88) ; e 
la verticale sarà la NV tirata da N^ perpendicolarmente al- 
la A'D. 

Or essendosi graficamente assegnato il sito di questi tre 
piani^ sarà similmente determinabile la retta di sito , eh'è il 
luogo de'punti da ciascun de'quali abbassate le perpendico- 
lari su di essi, queste risultino in date ragioni tra loro (200); 
e potrà ancora graficamente assegnarsi in questa il punto , 
che congiunto con A, ed abbassata dal medesimo su di uno 
de' piani , quello EFY^? 1^ perpendicolare, stia la congiun- 
gente a questa perpendicolare in data ragione ( lem.4. ). Ed 
un tal punto è precisamente il centro della sfera Cercata ; 
che rimarrà quindi graficamente assegnato. 



G^tomeiriii di Silo 1 1.7 

f ROPOSIZIONE LXXt. 



PROBLEMA. 



2io6«c Dtescri^eve^ una sfera di un dkte^ i^gi<^ I^ 
^uale tocchi tre sfere date di graudezsa^ >. e di sijLo^ 

SOLUZIOKB G^eiIfiTaiCA^ 

I ceoUi A^B,C [ fig. 63»J delte tre sfere dMe congtofigan^ 
si tra lorO; con le ÀB^ÀC^BC,, ^coo quelloOdelIa sfera da» 
descffivew; per le OÀ,OB,OC ^ sarann» dati di sile £ piani, 
che passano per le direttrici EF^GH del lato- A Or ne^' triangolix 
AOB,AOG, i qtiaU piani essendo perpendicolari, alle AB^ AC 
Be'puntìE, G, risultano verticali , e quindi fiicitmeiite asse- 
gnabili. Come pure sarà dato quell'aìtra piano verticale^ che 
passando perla direttriceKN del latoCO nel triang.oloCOB^ 
iacoatra* perpendicolarmente la GB base di questo ia K . Qr 
8on datele ragioni della AO alle perpendicolari tiratela O 
su' piaoi verticali per le £F ,. GH^ ed è por data la.ragione dtt 
ÀO a CO, per esser data ciascuna, di. tali rette^ risultante dal 
saggio di una. delle sfere date intorno a'ceatri A^C , e da quel- 
lo pur data, della sfera, da descriversi. ; come anche 1' altra, 
dico alla perpendicolare; che da si. tira al i^iano verticale^ 
che passa per la direttrice corrispondente ad uu tal lato nel 
triangolo BOC . Laonde sarà data ancor la ragione di. AO a. 
questa perpendicolare ;. e però saraa date le, ragioni delle tre 
dette perpendicolari tra loro. Dopo di chela soluzione proi^ 
cede del tutta.come quella del problema precedente^ 

ALLTER. 

207.Dal centre [Pg*64.'[ della sfieara da descriversi &^ m^ 
tenda abbassala sul piano B AC delle congiungenti i centri del 
le tre sfere date la perpendicolare 0^ , e dal punto o alleAB^^ 
AC % inlendau liiatc le perpendicolari oE ^ F. 
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E poichò [ftg.64] AO'— OB' = A*?' — oB* , e quindi ad 
AE* — EB* , sarà data la differenza AE' — EB% che dicasi 
M'; e però sarà dato il punto E nella BG. Imperocché essen- 
do AE'— EB' = M% sarà AB x(AE— EB) = M", e perciò 
AB : M :: M : AE — EB. Laonde sarà data ia AE — EB, e 
per conseguenza il punto £ . Adunque si s^pràla locale Ea 
del punto o. 

E determinando similmente V altra locale Fo dello stesso 
punto 0, si farà noto il punto o, per conseguenza la oE ; e fi- 
nalmente l'altezza oO della piramide si otterrìi dall'ipotenusa 
AO data ) e dal dato cateto Xo. 

208. Scoi. La costruzione grafica corrispondente alla pri- 
ma soluzione geometrica del presente problema si esegae,del 
pari che questa , analogamente alla costruzione grafica del 
problema delle quattro sfere; ed ancor più facilmente,Don es- 
sendo bisogno della costruzione ivi indicata, per assegnare il 
terzo piano di sito perpendicolare alla BC in K ^ che qui è 
ancor esso verticale . E ciò mostra le fecondità del principio 
rinvenuto dal Pergola per Y uniforme soluzione de' problemi 
delle Tazioniy e da me esteso a' contatti sferici . E potrà an- 
cora simplificarsi l'andamento della presente costruzione, nel 
ricercare le locali de' punti, da' quali abbassando su' tre piani 
di sito le perpendicolari , sieno queste in ragioni date ^ ope* 
rando come vedesi nello scolio al n.201. 

L' altra costruzione grafica , per la seconda soluzione di 
fiopra recata , si riduce all' elementarissima esibizione di un 
punto, di cui n' è data la projeziene su di un piano; e la cor» 
rispondente altezza . 
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CAPITOLO Xf- 



nt%h^ n^oonji^i bi una betta di sito con ux^siiperflcui: 

SlttlLMENTE DATA. 



209.Dovendo trattare V argomento deHè intBrseziooi delTe* 
superficie cur^e , donde non solamente ritraggono grandissi'-^ 
mo vantaggio la Prospettiva, la Gnomonica ^ V Architettura ^ 
e le costruzioni in generali» , ma I' astratta Geometrìa anco« 
ra, per que' problemi, che de' luoghi alta superficie abbiso^ 
gnano per la loro soluzione , e de' quaH alcun esempio re^ 
cbereme Hi appresso ad illustrare it presente argomento, ali- 
biamo stimata conveniente all'ordine scientifiTòo elementare \ì 
dividere tal materia in più capitoli. E nel primo di essi, ch'è- 
il presente ; tratteremo degl' incontri di una linea retta di 
sito con una superficie cilindrica , conica , o di rivoluzione , 
data anche di sito, tralasciando il caso semplicbsimo deirin>- 
contro col piano ; poiché già considerato nella prop.30. 

Nel seguente capitolo esporremo le interseziem delle su- 
perficie stesse con un piano di sito y. ove cadrà in acconcio' 
considerare alcune speciali principalissime affezioni di tali 
intersezioni , non. solamente utili alle presenti ricerche , per 
agevolarne le costruzioni in taluni casi speciali ; ma ancora 
spesso occorrenti in altri geometrici problemi . Le costru- 
zioni , che espongonsi in questi due capitoli dovevano ap- 
parir separatamente in una trattazione elementare di Geo- 
metria di sito , costituente* la parte di essa conosciuta per- 
la Geometria descrittiva ; poiché esse non^ sono sì semplici y 
e si immediatamente eseguibili , che si potessero , senza de- 
trimento dell' eleganza geometrica , incastonare ne"^ luoghi 
ove occorrevano . £ del ripiego da noi adottato &i vedrk 
HJ^bUo U i^anlaggio , nelle ricerche seguenti dello sles^sa ar- 
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gomento . Formeranno il soggetto dell' altro capitolo le in- 
tersezioni delle saperfioie cilindriche , e coniche tra loro . 
E Bnalmente dell' ultimo di essi , il XIV , quelle delle su- 
perficie di rivoluzione costante tra loro, e con le cilindriche, 
e coniche . 

Le altre materie di complemento riguardanti l' argomento 
medesimo , saranno recate ne' loro propg luoghi della par- 
le li. del presente trattato . E quivi , ed in tutto quello che 
oj^ esporremo , si vedranno , per le vie della pura Geome- 
tria rilevate molte ricerche,ordinariamaite trattate con la mo- 
derna analisi pura a tre coort&^ìc ; il che riescirà utilissimo a 
comprovar queste , e corredarle della corrispondente costru- 
zione grafica , senza la quale esse rimanevansi sterili ed a- 
stratte considerazioni . Sto H perfezionamento delle' Mate- 
matiche nella corrispondenza continua di questi due grandi 
mezzi , eh' esse posseggono per l' invenzione ; ed il privarei 
dell' un di essi , dando tutto all' altro , l' è come di chi pre- 
tendesse volarsi meglio, e più sublime, tarpando l' una deUe 
due ali , ed impiumando di più 1' altra . 

PROPOSIZIONE LXXIl. 
raoftUMA. 

a I ©.Costruire gì' incontri di una data retta di si- 
to , con una superficie cilindrica similmente data . 

Rappresenti abc [fig.65.} la traccia orìzzonUle della su- 
perficie cilindrica , la cui rette generatrice abbia per proie- 
zioni le ÒW, B'<t ; e sieno ef, Wf le projezioni, orizzontale 
e verticale , della rette di sito , il cui incontro col piano 0- 
ruzontele sia il punto e(prA6.):e preso io essa unqualun- 
que punto, le cui projezioni sieno A f\ s'intenda per questo 
tirate una rette parallela alla generatrice della superficie ci- 
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liodrìca (flr. 37.) ; e ne sieao f'G' , fg le corrispondenti 
projezioni , e (/ il punto ov'essa incontra il piano orizzonta- 
le ; congiunta la eg , sarà questa la traccia orizzontale del 
piano condotto per la retta data , e per la parallela tirata 
dal punto F di essa alla generatrice della superficie cilindri- 
ca ^ nel qual piano dovendo avvenire l' incontro di quella ret- 
ta con questa superficie , se mai sia possibile, esso dovrà a« 
ver luogo , com' è chiaro, nel lato , che passa per un punto a 
ove la ^ e incontra la traccia abc '^ di tal che tanti saranno 
gV incontri della retta con la super£cie cilindrica , qpanti 
saranno i punti a : e laddove la y e non interseghi la traccia 
ab e ,ìdL reità proposta non incontrerà la superficie cilia- 
drica . Laonde per determinar ciascuo di tali incontri , bi- 
sognerà assegnare quelli del lato , che passa per un punto a^ 
di cui sono date le projezioni ah , K'h^y e la data retta di 
sito ( pr. i8. ). 

Ed il presente problema rimarrà per tal modo compiuta- 
mente risoluto. 

PROPOSIZIONE LXXIII. 

PROBLEUA. 

3 1 1 .Costruire V intersezione di una data retta di 
$ito con una superficie conica ancor data dì sito • 

Sieno abd\^ fig-^'] 1^ traccia orizzontale della superficie 
conica , ed a, a' le projezioni del suo vertice ^ef, E'/^ quel- 
le della reità di sito , che incontri il piano orizzontale in e 
(pr.i6.) ; e preso in tal retta un qualunque punto F , le cui 
projezioni sieno fyfy congiungansi le f a ^ f^a^ , che saran- 
no le projezioni della congiungente un tal puntò col vertice A 
del cono^ e questa incontri in g il piano orizzontale(pr.y&.); 
sarà eg la traccia corrispondente di quel piano , che passa 



122 Gt^ttrim di SU0 

per la retta proposta, e perqoesta coDgiangente, e qalndi pel 
Tertice del godo , nel qaale dovendo accadere gV incontri di 
quella retta con la superficie conica , essi avranno luogo in 
qne'lati, che passano per gV iacoQtri della traccia orizzonta- 
le di tal superficie con qaella eg del piano anzidetto ; e tan- 
ti saranno quegl' incontri , quanti questi 9 o non ve ne sarii 
9ilcuno se la eg non incontri affatto la curra cid . Adunque 
se Fun di questi punti b si projetti Terticalmente in B'^, e con- 
giungaiìsi le ba y B'a^ ; gU incontri h ^h' Ai queste rispet^ 
tivamente con le projezioni della retta data , saranno le prò** 
jezioni di un incontro di essa con la superficie conica >. • coh 
sì degli altri , se abbian luogo . 

LEMMA 

212 5e ima superficie di rivobaione seghisi con un pian» 
parallelo al suo asse ; la sezione dowà essere una curva ù^ 
wiU alla generatrice. 

Sia BCA [fig- 67. '] la generatrice della superficie curva 
nel piano condotto per X asse OA , e pel diametro BOC del 
cerchio BDCB , che ne rappresenta la direttrice per un qua- 
lunque punto dell' asse ; ed il piano segante passi per la 
retta bc parallela alla BC^ producendo in quella superficie U 
curva bac. 

Si tiri r altro diametro DDE perpendicolare alla bc y che 
la bisecherà in ; e per le DOE , OA s intenda condotto il 
piano DAC ^ che segnerà nella superficie proposta 1' altra 
generatrice DA£ identica alla BAC, e nel piano baeìsi retta 
ao perpendicolare alla boc in ^e che sarà l'asse della cur* 
va & ac , ed a il vertice di questa , per cui conducasi la aF 
parallela alla OE. 

Ciò posto y qualunque sia la natura della curva DAE , la 
sua ordinata OE,ed il quadrato di questa dovrà risultar sem- 
prep nel medesimo modo, dall' ascissa OA , da una sua por 
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lenza con altre quantità date combinata ; e però neiridentico 
modo dovrà risultare la differenza de' quadrati delle 0£ , Fa 
nella AìSkrenzB, dell'ascisse OA, AF, cioè nella OF, o sìa oa; 
Tale a dire la differenza de' quadrati delle OE , Fa , o pure 
Oo^cioè il rettangolo DoE, o sia il quadrato di 6o,sarà rap- 
presentato nella oa in modo identico a come è rappresenta- 
to il rettangolo DOE , o sia il quadrato di BO, nella OÀ. 

Laonde le ordinale della curva òac essendo rappresenta^ 
te nelle loro ascisse nell' identica maniera , che quelle del- 
la curva BÀC j tali due curve dovranno esser simili. 

A L J T E R. 

213. Volendo adottare in tal dimostrazione il linguaggio 
degli analisti,essa rimarrebbe nel seguente modo abbreviata. 

Per la natura della curva DÀE, o BAC , le OE , Fa sono 
funzioni simili delle OÀ , AF , e così i loro quadrati ; onde 
la differenza de' quadrati: delle OE , Oo , cioè il rettangolo 
DoE , o il quadrato ài bo risulterà ancora una simile funzio- 
ne della differenza delle ascisse OA , AF , cioè della ao -^ e 
quindi le ordinate BO , &o nelle due curve BAC ^ bac ri* 
sultando funzioni simili delle ascisse corrispondenti hO^ao, 
esse curve saranno simili. 

214. ScoL. Per maggiormente illustrare il presente lem^ 
ma 9 suppongasi la generatrice ABC esser una parabola del 
parametro P : il rettangolo DoE , o sia 60% sarebbe in tal 
caso risultato uguale al rettangolo di oa in P , cioè la curva 
iac sarebbe un'altra parabola dello stesso parametro , epe* 
rò identica a quella. 

Che se la generatrice BAC fosse stata un'ellisse intorno al- 
Tun de' semiassi AO, tal che OE ne sarebbe stato V altro; si 
vede , che i rettangoli di DO in OE , e di Do in oE, o sia 
ì quadrati di BO, b risulterebbero come gli altri delle OA, 
ca\e però le due ellissi simili tra loro. 

Lo stesso per le iperboli , sia che la rivoluzione avvenisse 
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iiitorDo all' asse prìmarìo , o al secondario, da generare per- 
ciò il conoide iperbolico ^ o il cilindroi< 



PROPOSIZIONE ttXXIV. 



PnOBLBMA< 



3 1 5. Costruire gFiDContrì di^una retta di sito eoa 
una superficie di rivoluzione costante ancor data di 
silo • 

L' asse della soperficie data prendasi perpendicolare in O 
[ fig-^'ì al piano di projezione orizzontale , ed il Tcrlicale 
sia quello , che passando per nn tal asse è parallelo alla rei- 
ta di sito (pr-SQ») , le coi proiezioni sieno però la p^q^y e la 
pq parallela alla connine sezione LM de' piani di proiezione; 
ed essa interseghi il cerchio B^EC sef^to dalla superficie 
di rivoluzione nel piano orizzontale . Sia inoltre B'AC^ la 
generatrice della superficie data nel piano Tertìcale • 

Or s' intenda condotto per la j» g il piano parallelo al Ter- 
tìcale di projezione , segherà questo la proposta superficie iu 
una curva simile alla B'AC (lem. prec.) ed identica alla sua 
projezione yeiiicale ; e questa si descriTerk fiM^ilniente nel 
seguente moda. Da' punti jp, q^ abbassando le perpendicolari 
p P^ , q(^ alla LM , sarà P'^Q' V ordinata di essa curra pel 
punto y e V ascissa corrispondente si otterrìi prendenda 
sulla LM , dal punto , la OH' uguale alla Oo j elevaa- 
dole da H' la perpendicolare H'A' , e pel punto A' ore que- 
sta intersega la curva B'AC tirando la parallela alla LM, il 
punto a' ove questa intersega la AO, sarà la projezione Ter- 
ticale del vertice di tal curva , la quale si descriverà per pun- 
ti nel modo assegnato nel n.lJ2ì> , se pure^ esseadone cono- 
sciuta la natura , non si abbia qualche mezzo meccanico da 
descriverla con un movimento continuato. E descritta una tal 
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corra PVQ^, identica a quella effettiYtk di sezione y che gli 
è parallela , e nel cui piano esiste la retta data di sito ; i 
puQti r\ T oVessa rimarrà intersegata dalla projezione i»^^^ 
di tal retta , saranno le proiezioni corrispondenti de' punti 
d' incontro di essa con la superficie proposta di rìvolozio- 
ne. Laonde projettati i punti /^ r' sulla /y^ in r , r nel pia- 
no orizzontale , si aTranno de' medesimi le corrispondenti 
projezioni orizzontali ; ond^ è eh' essi rimarranno grafica- 
mente assegnati . 
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CAPITOLO XII. 

BELLE IHTEftSEZIOlfl DI Vlf PIANO CON UNA SUPBRFICIB 
GILINDBICA, COMICA, ODI RITOLUZIONB COSTANTE» 



216. Per la materia del presente capitolo, occorrendo aU 
cune Yerità altrove non dimostrate, le recheremo in tanti teo- 
remi , che saranno ancora utili ad altre ricerche; ond' è che 
il trovar qui essi un luogo a proposito , riesce ancor van- 
taggioso per V invenzione geometrica. 

TEOREMA I. 

217. Le sezioni prodotte in una superficie cilindrica da 
piani paralleli , sono tutte identiche tra loro. 

Ciò sebbene chiaro della genesi della superficie cilindri- 
ca , potrà anche dimostrarsi nel sc^guente modo. 

Sieno ÀBCD ^ abcd [ fig. 69 > ] due sezioni prodotte in 
una superficie cilindrica da piani paralleli , ed A, B^ C . . . 
a , 6 , e ... gli estremi corrispondenti in esse di tre lati di 
quella ; congiunte le CB , BA \ cb ^ba ^ dovranno queste 
risultar rispettivamente uguali , cioè CB = cb , AB = ab\ 
ed inoltre sarà V angolo ABC = a & e ( ió.El.XI.) . £ co- 
si continuandosi per altri lati in seguito , verranno ad iscri- 
versi in tali sezioni due poligoni , i quali svanendo nelle 
medesime, quando i punti A, B, C, e gli altri corrisponden** 
ti a , 6 , e . . suppongansi prossimissimi ; ne segue , che 
ancora le sezioni ABCD ^ abcd debbano essere identiche. 

218. Cor. Quindi ogni sezione prodotta in una superfi- 
cie cilindrica, da un piano parallelo a quello della sua trac- 
cia ; dovrà risultare identica a questa • 
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21 9. Scoi.. E se la generatrice fosse perpeDdicolare a tal pia- 
nOy la projezione su di esso di qualunque sezione prodotta da 
piani paralleli al medesimo^sarà la stessa traccia della super- 
ficie cilindrica : ma se quella sia obblìqua al piano di pro- 
jezione , per assegnare su questo quella delle sezione pro- 
dotta nella superficie cilindrica ^ basterà abbassare da un 
punto qualunque b [ fig. 69* ] della sezione ab ed la per- 
pendicolare &K sul piano della direttrice ÀBCD , e congiun- 
to r altro estremo 6 di quel lato , che passa per & , ed è 
nella traccia della superficie proposta , col punto K piede 
della perpendicolare suddetta , prolungar la ÀK , finché Kk 
pareggi BD corda nella direttrice ÀBCD corrispondente al 
punto B . Indi tirata per un qualunque altro punto A della 
ABGD la AX parallela alla BY, e presa da essa la AP = BK, 
si tagli sulla medesima , dal punto P , la Vp uguale alla 
ÀE corda corrispondente nella traccia ABCD ; la curva che 
passa pe' punti K , A , e per tutti gli altri P , p così determi > 
nati sarà la proiezione cercata dalla sezione ab ed. 

TEOREMA IL 

220. Comunque seghisi da un piano una superficie eilindri* 
ca ^ la sezione , che vi si produce è del genere stesso della di-- 
rettrice di quella superficie • 

Rappresenti ABGD [ fig. 70. ] la direttrice della superfi- 
cie cilindrica, ed AH la retta generatrice di essa ; e sia RQF 
il piano segante^ il quale incontri quello della direttrice nel- 
la retta QP; e sieno KadD , B&cG due piani paralleli con- 
dotti pe' lati della superficie cilindrica , i quali interseghino 
il piano PQR nelle QR,ST, ed il piano della direttrice nelle 
QD,SG ; risulteranno simili i triangoli QDcf;SGo,QAa,SBA, 
e però le ordinate AD , BG nella curra ABGD saranno pro- 
porzionali alle corrispondenti ad y be nella, azione abed^ 
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Laonde da ciascfloa della prima si passere a ciaicniia eorrn 
spondeole della seconda moltiplicandola per un rapporto , o 
co Sciente costante n , il quale non alleando in alcun modo 
il grado y e la forma deU' equazione alla prima curva ABCD 
ove per la y vi s' introduca la ny^ farà sì, che la nuova equa- 
zione corrispondente alla curva ab ed le sia anologa, e però 
questa della stessa natura , che la ABCD. 

221 . Scoi.. Adunque tutte le sezioni prodotte da piani 
io una superficie cilindrica debbono esser curve dello stesso 
genere . E però se una tal superficie avesse avuta per diret- 
trice un cerchio , le sezioni dovranno essere ellissi di diver- 
sa grandezza (*), e quelle prodottevi da piani paralleli iden- 
tiche tra loro ; né potranno esservi altre sezioni circolari, che 
nel solo cilindro obbliquo , come or ora mostreremo • E nel 
caso che il cilindro sia a base ellittica le sezioni prodottevi 
potranno essere ancor ellissi , o pur cerchi . Sul qual propo- 
sito stabiliremo i sdenti teoremi neccssarj a dilucidare que- 
sto argomento , che non solamente può occorrere in ricerche 
geometriche ; ma serve in varie applicazioni della Geometria 
deseriUiva . 

TEOREMA III. 

222. In vn cilindro retto a base circolare non vi può esse" 
re alcuna sezione^ che sia cerchio^ olire le parallele alla base* 

Imperocché rappresenti AB [flg.ViJ] quel diametro del cer- 
chio ABC y base del cilindro , eh* è perpendicolare alla trac- 
cia QP del piano segante PQR,nel piano del cerchio, sarà ab 
un diametro delle sezione corrispondente ad AB , il quale è 
sempre maggiore di quello, che gli è perpendicolare nel pun- 
to medio o , projettalo nel centro del cerchio,e cir è quanto 

[*) Rimangono da ciò coniprovate le costruzioni de' problemi 65» 67, 
e lemma iv. al d. 191. 
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il raggio di esso cerchio. Adunque iiDa lai sezione non potrà 
essere , che un' ellisse (221) dell* asse maggiore ai ^ e del 
minore quanto il diametro del cerchio base . 

I23.G0R. E si vedrìi fiicilmente , che V asse maggiore di 
queir ellisse stia al minore, o al diametro AB del cerchio , 
dbe ne rappresenta la projezione ^ come il raggio trigono- 
metrico al coseno dell' angolo in cui inclinasi il piano span- 
te la superficie cilìndrica a quello della costei base. 

Il che potrà servire a sceglier tali piani spanti le super- 
ficie cilindriche a direttrici circolari ^ sicché le projezioni 
risultino cerchi . 

TEOREMA IV. 

224. Nel cilindro a base ellittica possono aver luogo , per 
ogni punto delF asse y due sezioni circolari» 

€a8. 1 . Sia esso primieramente retto , e rappresenti AGB 
{fig.72.n,i.'\ìdi semiellisse direttrice della superficie cilindri- 
ca , col semiasse maggiore OC , ed AB&a il piano normale 
condotto per l' asse minore AOB, al quale dovrà risultar per - 
pendicolare quello,che produca in essa una sezione circolare^ 
se mai ve ne abbia^ affinchè i piani verticali , condotti per le 
ordinate ED dell' ellisse direttrice, dieno le ordinate corri- 
spondenti nel cerchio perpendicolari al diametro di esso, che 
risulterà dall'intersezione del piano segante col piano ABba. 
Or preso nelV asse della superficie cilindrica un qualunque 
punto o , si descriva da questo col raggio quanto OC il cer- 
chio a^b Vtty il quale intersegherà i lati Aa, B& ne' punti a, 
i^, a^^b\ poiché il raggio OC è maggiore di OB , cioè della 
distanza tra Oo, ed Aa, B& : ed è evidente, che i piani con- 
dotti per le aB , a^b^ perpendicolarmente a quello per le 
A a « B& debban produrre nella superficie cilindrica propo- 
sta due sezioni circolari. 

9 
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E tal fmtmìme non potendosi effettuare per quakiro- 
Igliano ém difimetri^eir dlìsse ^ poiché non posti ad angolo 
retto > tottie avviene pe' soli assi) ne s^ue, che oltre le due 
già dette aetioni <^ircolan > « le parallele ad esse (217) , non 
possano essercene altre ^ 

Cas. 2:Sia ora obbliqna la superficie cilindrica proposta, 
^ s' intenda segata da im pianp pel punto [fig^ 72. it. 2.'\ 
perpendicolare a quello della sezione per V asse kRia , il 
quale dovrà produrre nella superficie cilindrica un' altra se- 
zione ellittica A'^CB^ che potrà pure esser cerchio in un ca- 
so ; e per tal modo riducendosi il proposto cilindro obbliquo 
a retto , la dimostrazione dell' assunto rientrerà in quella del 
caso 1 . 

TEOaCMA V. 

225. Segando una superficie conica con piani paralleli ; k 
sezioni risulteranno curve simili tra loro. 

Una tal verità risulta anche dalla genesi della superficie 
conica ; e può pure dimostrarsi nel seguente modo. 

Sieno RÀ, RB, RC [ fig.73.'\ tre lati della superficie co- 
nica, i quali incontrino il perimetro di una delle sezioni pa- 
rallele fiitte in essa ne' punti A, B, G, quello dell' altra in a, 
i,c, e giungansile AB, BG, aby bcy risulteranno queste ri- 
spettivamente parallele (46.El.XL) , e gli angoli ABG, abe 
uguali (Jò.El.XI.) ; ed i triangoli BRG, brc essendo simili, 
sarà AB lab :: RB : Ri . Ed essendo, per gli altri triangoli 
simili RBG , Rie, RB : Ri :: BG : bc ; si avrà BA : ba :: 
BG : ic , e permutando BA : BG :: &a : 6c • E lo stesso con- 
tinuandosi a dimostrare per altri lati successivi tirati nella 
superficie conica , risulteranno iscritti nelle curve sezioni 
ABCD, ab ed due poligoni equiangoli , e co' lati proporzio- 
nali intorno agli angoli uguali , e però simili ; i quali sva- 
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nendo in quelle cune , quando que' lati suppougausi eyane^ 
scenti , ne risulterà , che sieno queste aocor simili tra loro. 

226. Cor. Adunque le seiùoni prodotte in una superficie 
conica da piani paralleli a quello ov' è segnata la traccia , o 
direttrice di essa y saranno curve simili a tal traccia. Ed esse 
si descrìyeranno facilmente nel piano di questa^ col mezzo del 
cor. al n.129, e nel modo^ che verrà specificato qui appresso. 

227.ScoL. Il piano della sezione ab ed parallela alla trac- 
eia ABGD della superficie conica, il cui vertice sia R, incon^ 
tri r altezza RR' di essa in r , è chiaro , che condotta da R 
una qualunque inclinata R'B alla traccia ABGD, e congiunto 
iì lato RB , e la r'b , debba stare R'B : rb :: RR' : Rr'.Ciò 
posto , se facciasi RR' : Rr :: R'B : R'i' :: R'D : K'd' , i 
punti b^^ d\ e tutti gli altri in tal modo determinati , si ap- 
parterranno ad una curva simile alla ABGD (cor. al n.129), 
ed identica alla abcd^ di cui ne sarà anche la projezione sul 
piano della traccia ABGD. 

Principio pel seguente lemma. 

228.77116 curve di diversa natura non possono mal, ravvia 
einandosi co loro perimetri , confondersi C una neW altra . 

DiLUCiD. Imperocché essendp esse di diversa natura^ non 
potrà mai l' una scambiarsi nell' altra pel semplicjef ravvici- 
namento ; sicché, per un esempio , essendo 1' unii ìntersega- 
bile da una retta nel numero n di punti , 1' altra nel numero 
n -^ m'^ quella avvicinandosi a questa potesse acquistare di 
più quel numero m d' intersezioni , che erano ad essa in- 
compatibili . 

O pure essendo l' equazione dell' una di esse al grado n , 
r altra al grado n *f ^ ? 1' ^^^ ^^^ potrà mai acquistare da 
se quel numero m di più di dimensioni , né perderle questa, 
sicché giugnessero ad essere identiche , e quindi a svanire 
r una neir altra • 
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"^^d.CEoìt.liSioncIe ogni qual volta due carye possano in ab 
^«Ratlmvqtfe modo pervenire a confondersi , esse non potran- 
no t^ssere^ x^tie della stessa natura, come avviene delle diver- 
M <»fv« segate ift mia superficie cilindrica (f€(?r.j2.n.220). 

TEOREMIL VL 

230. Comunque seghisi con un piano una superficie coni" 
€ay la sezione è sempre della stessa naluray che la direttrice* 

Il piano FQS [ fig. 74. ] segando la sofierficie conica 
RAGB , che ha per direttrice la curva ABC, nel piano TQS, 
vi produca le sezione abc ; è chiaro , che , intendendo ri- 
volgersi il piano FQS iutomo alla comune sezione QS col 
piano IQS , finché coincida con questo , vi produrrà conti- 
nuamente altre sezioni , delle quali l' ultima sarà la stessa 
ABC. Adunque pel cor. prec. la curva abc ^ come qualun- 
que altra delle sezioni prodotte nella superficie conica dal 
piano segante PAS , y> da un altro piano , dovranno essere 
della stessa natura , che la curva ABC. 

231. Scoi.. Una tal proprietà rimane confermata dal co- 
noscersi già , che nella superficie conica a base circolare , 
le curve prodottevi da un piano , che la seghi ne' diversi 
modi 9 che può ciò avvenire , sieno curve di uno stesso or- 
dine. E come che tra esse han luogo le ellissi , potrebbesi , 
prendendo per direttrice l' una di queste , applicare al cooo 
a base ellittica la medesima genesi di curve coniche . Ma ciò 
verrà ancor meglio comprovato dal seguente 
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TEOftEKA. VII. 

232. In ogni cono a base ellittica y puh sempre condursi ^ 
fel centro della base , un piano , che produca neUa super fi'- 
eie conica una sezionfi, circalars^ 

Cas. 1 . Sia BCB'C [ fig. 75. ] ìa base enittica di uq eo*- 
DO 9 che sappoQgasi retto ; e coogianto il suo vertice A col 
centro O dell' ellisse , i cui assi sieao- GC, BR^ , sarà CO^ 
perpendicolare alle AO, BO^ e quindi- al triangolo^ per Tasse 
BÀB' y e però a qualunque retta satiri dal punto nel pia- 
no di tal triangolo ; e per conseguenza anche alla MON' con- 
dotta tra' lati AB y AB^ di questo , con la. condizione , che 
sia OC' ;;? ON X OM'; nel qual caso il piano per le CQ,P(0?Ì' 
produrrà nella superficie conica una sezione circolare. 

Cas.2. Che se il cono proposto fosse scaleno, conduceur 
dosi pel centro un piano perpendicolare all' asse A0, que- 
sto vi produrrà generalmente una sezione ellittica ( teor.6.) y 
trasmutandolo in quello precedentemente considerato, se puc 
da esso non ne fosse risultato a dirittura la circolare . 

Adunque ec^ 

233. Coa. Risulta dalla precedente dimostrazione , ohe il 
cono a base circolare , e quello a base ellittica non sono, che 
una medesima cosa, che si diversifica dalla.sezione^ clie pren- 
desi per base . £ lo stesso potrebbe ancor dimostrarsi per 
quelli a base parabolica , o iperbolica^ 

234.ScoL.Nel cono a base circolare, è già noto dalle Sez. 
Con* (§§.17,24,25,27 volJIL Curs. geom.) potersi ottenere, 
secondo il modo di segarlo,le cosi dette sezioni^ o curve coni- 
che ; ed in quello obbliquo anche un' altra, serie di sezioui 
circolari diversa dalle parallelle alla base,che diconsi mccon- 
trarie : e poiché ogni cono a base ellittica può ridursi a quello 
a base circolare,assegnando in esso, tra le infinite sezioni ellit^ 
tichc quella che sia cerchio , come or ora abbiamo dimostra- 
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io ; però si potrà egualmente conchioder per ifMrto esò, che 
finora si è detto del primo , essendo essi seiipre una sola , e 
stessa superficie conica. 

PROPOSIZIONE LXXV. 

PROBLEMA. 

2i35« Costruire r intersezione di una data super- 
fìcie cilindrica , con un piano di sito ^ perpendico* 
lare a quello di projezìone verticale (*). 

Cas. 1 . La generatrice della superfieie cilindrica sia pri- 
mieramente perpendicolare al piano orizzontale , in cui ne 
rappresenti e eh [flg^76. n.^.] la traccia di quella^ che sarà 
anche la projeaone della curva segnatavi dal piano s^nte , 
nella cui traccia verticale F'f' cadrà la projezione della cur- 
va di sezione . E però avendosi le projezioni orizzontale , e 
verticale della proposta intersezione^ ne sarà di essa dato il 
sito , e la configurazione (/>r.d^.) 

Gas. 2. Che se la generatrice pongasi obbliqua al piano 
orizzontale , ove ne sia eeA [fig.76.n.2.] la traccia della su- 
perficie cilindrica, ed f F^, perpendicolare alla LM , quella 
del piano segante, cui siesi stabilito perpendicolare il piano 
di projezione verticale: in tal caso preso nella traccia ce A un 
qualunque punto n , si assegnino le projezioni no^ NVdel 
lato della superficie cilindrica passante pern; di esse la verti- 
cale N^o' intei segando la FY' vi segnerà il punto p' projezio- 
ne verticale di quello P, in dove un tal lato incontrava la cur- 
va di sezione, cioè del punto P di questa ; e projeltato il pun- 



(*] SiccciTic può sempre darsi luogo a questa condizione , senza 
render parlicolare il problema , V abbiamo stabilita nel proporlo • 
Lo stesso pe' seguenti due . 



lo^'iii p stalla no , He sart/» la torrispondenle prbjeziòné 
orizzontale . DeterminaDdo similmeole la projezione ori«« 
kontale di ogni altro punto di quelb sezione, si verrà'ad ot* 
tenere la sua projezione orizzonule rappresentata 'dalla car- 
t« , che passa per tutti siffatti punti. È la rerticale per ci*- 
sctana parte di essa ^ o per ttttta , «e sarà terminaU , caddi 
nella F'/^; e \i satà terfaìnala ne' punti ove essa viene incoa' 
trala dalle tangenti la traccia oHzzontale e eh perpendicola» 
ri alla LM , prodotte fino all' incontro con la t'f . Laonde 
tna tal sezione sarà graficamente assegnata ( ur.34. ), 

2S6. Scot. 1. Volendo esibire 1' effettiTa curva d* in- 
tersezione , è facile comprendere , che^ per ciascun panto f 
lfig.n.i.1 della sua projezipne verticale corrispondendovi 
un' ordinata uguale alla l'kh, che dal punto I' projeziMe di 
t' applicasi nella projezione ceh di tal curva, si otterrà quel- 
1' ordinala , elevando da »' alla T'C la perpendicolare i'Klt 
ugnale alla l'M, e prendendovi le t'K,«1Ì «gtìaji rispelUva- 
mente alla Vk , Vh } saranno K , H puoU appartenenU alU 
curva effeUiva di sezione; e similmente per gU altri. La aiul 
costruzione risulta in questo caso più agevole deU' altra mé^ 
serale esibita nella prop. 34. 

237.SCOL.2. Che se voglia assegnarsi graficamente lata*' 
gente della curva di sezione in un qiialunque panto di essa i 
è chiaro aver quella per projezione orizzonUle la Ungeottf 
la curva di projezione corrispondente in quel p«nto di essa, 
eh' è projezione del dato ; e la projezione verticale dov« 
cadere nella traccia verticale del piano segante . Adunqwi 
una tal tangente rimarrà determinata (pr. ■fó.).E sarà fa- 
Cile trasportarla sulla curva effettiva di sezione , q«a«da 
non SI vogha direttamente tirarla a questa , pel punto asse- 
gnato in essa. 
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Ì?ROPOSIZIONE LXXVt, 



raOBLEKA* 



aids. Costk*uìre V ìnterse^ioDe di una saperbcié 
tonica data di sito , con nn piano di sito , perpen^ 
dlcolare a quello di proje^iong veftibaléi 

Sieno a j a' le ^rojéziòkii del Tertlce A [pg*77.] della sii- 
|>erficie cì>DÌcSi , epqp la staa traci:ia orizzontale ; e sia F'f 
là traccia orizzontale del pianò segante fF'f 9 ^T ì* v'e^ticil^ 
le , nella qnale , pel silo ateeghato a tal pi&no, dbvrà cade- 
te la projèzioDé dell' intersezione da costruirsi . 

Or si tiri per a una qnalanqne Corda paq tietla ciirTa pqp^ 
e projettatì ì putati )?, ^ in PSQ', cbnginbgansi le If^af^ Q'nS 
bhesarantao le projezioni yerticali de'da^ lati dèlia supe^ 
ficie conica passanti per |) , ^ ; fed i punii i^', J ot' tessi in- 
contreranno la F'f saraniio per conséguenta le proj-ezidnl de* 
punti R^ S, òTe quélati inbontrafao la curva di lezione, cioi 
di due punti R , S di qtiestà : e pròjeltati i pdnti r^ , «' lA 
r , s sulla ras , ne saranno essi le rispettive projeziòni d« 
rizzontali • Nel qual*modo deterilrìnando gli altri pùnti di 
questa prbjezione , essa Tetra ad esibirsi. Qdindi si sarà ot^ 
tenuta la grafica costruzione dell' intersezione proposta. 

239. ScoL. 1. L' esibizione della curva effettiva di Sezid« 
ne rientra nello scolio 1 . del problema precedente^ ridùceà- 
dosi ad assegnar qbella del proposto piàùo legante , con U 
superficie cilindrica verticale , che tiene per direttrice lai 
projezione orizzontale , poc' dazi costruita , di lia tal piand 
con la superficie conica. 

240. Scot.2. La tangente per un pùnto R della ctirvd di 
sezione , avendo péir projezione orizzontale la tangente la 
projezione corrispondente di tal curva nel punto eh' è pro^ 
jezione del dalo^ rimane però esibita. Ed il ponto ov'essa in* 
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coDtra il piano orizzontale sarà quello ove la soa projezione 
incontra la F Y traccia corrispondente del piano segante 



PROPOSIZIONE LXXyU. 



TEOREMA • 



a4i •Costruire Y intersezione di una superficie di 
rivoluzione data di sito y con V asse verticale , e di 
un piano dato di sito , perpendicolare al verticale di 
projezione. 

La traccia verticale T'f [ fig.78. ] del piano di sito incon- 
tri la projezione verticale della generatrice della superficie di 
rivoluzione ne' punti c% e\ che dinoteranno gli estremi della 
projezione verticale cV della curra di sezione prodotta dal 
piano segante fV^f^ nella superficie proposta (*)• £ V asse di 
questa incontri il piano orizzontale in a. 

Si prenda nella cV un qualunque punto i\ pel quale con- 
ducasi la Vg'im' parallela alla LM , comune sezione de' pia- 
ni ortogonali ^ sarà df^ il raggio di quel cerchio ^ che cor- 
risponde nella superficie dì rivoluzione all' altezza h!df sul 



(*) Id una superficie di rivoIuzioDO , che segata da un piano, dà seni* 
pre luogo ad una curva rientrante in se medesima,si possono assegna- 
re gli estremi della projezione verticale della curva di sezione , da* 
quali rimangono ancor fissati quelli corrispondenti dell* orizzontale • 
Non cosi però ne' due precedenti problemi, per le superficie cilindrica, 
e conica , per le quali si potranno anche assegnare sol quando la trac- 
cia orizzontale di esse sia una curva rientrante in se medesima • Ed il 
modo di assonarli si è di tirare alla loro traccia le tangenti perpendico- 
lari alla comune sezione de' piani di projezione ; indi, pe* punti ove que- 
ste r incontrano, assegnare le projezioni verticali de'lati delle superficie 
corrispondenti a' punti de' contatti nella sua traccia ; queste interse- 
gando Ut traccia verticale del piano di sito vi segneranno gli estremi 
della projezione verticale da costruirsi • 
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piano orizsontale, il centro del quale è pro]etlato init , eia 
cui projeiione orizzontale otterrasai , descrivendo in tal pia- 
no col centro a , intervallo d^g^ il (^chio ghk. Ed è anche 
chiaro, che V ordinata a qnel cerchio pel punto t% avrà per 
sua projezione la FA:A,ordinata corrispondente al cerchio khg 
péKmnto V projezione di i\ Or duell' ordinata dovendo esi- 
stere neTpiano segante proposto^ aU' altezza orizzontale iT, 
o aia cI'A^, i punti dov'essa incontra] il cerchio, i cpali hanno 
per projezioni gli altri K, A^, ove la Vkh incontra il cerchio 
khg projezione di quello, saranno due punti della curva di 
sezione da costruirsi . E similmente determinando le proje- 
zioni orizzontali di altri punti di tale intersezione , ai ot- 
terrà la sua projezione orizzontale dalla curva , che passa 
per tutte le projezioni k^h , determinate nel modo poc' an- 
zi detto • E come che di essa n' era data la projezione ver- 
ticale ; risulterìi perciò dato il suo sito , e la configurazione 
( pr.34.) 

242. ScoL. L'esibizione dell' effettiva curva di sezione, e 
la tangente a questa in un punto dato , si eseguiranno com 
negli scolj alla prop. LXXV- 
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CAPITOLO XIII. 



9ELLB INTBftSBZIONI DBLLB 8UPBEFIGIB CUETB. 



243. Assegnati i determinanti del sito di due superficie cnr-* 
Te (jMr.46.) ; se mai esse incontrinsi, dovrà da quelli risulta- 
re il sito dalla linea di loro intersezione ( def.2. ) 9 ^ i de- 
terminati di questa ; della qual ricerca ci occuperemo nel 
presente capitolo* 

Or siccome una tal linea d' intersezione dee trovarsi ad un 
tempo nelle due superficie intersegantisi , però essa , in ge- 
nerale , dee partecipare delle curvatnre di ciascuna , da che 
tali linee prendono la denominazione di curve a doppia cur- 
vaiura • Possono però in alcuni casi , per la particolar na- 
tura delle superficie curve intersegantisi , o per la loro spe- 
ciale posizione , i loro incontri essere curve piane , come so« 
DO quelli di due sfere ; o anche linee rette y come per \ ap- 
punto le intersezioni di due superficie cilindriche a lati pa- 
ralleli , o di due coniche col vertice comune . £ può anche 
avvenire V incontro di due superficie in un punto , ov' esse 
tocchinsi a vicenda , come se n' è veduti esempj per le sfere 
nel cip. X. 

PROPOSIZIONE LXXVIII. 

PBOILBIIA GENERALE. 

2i44- Abbozzare il metodo generale per costrui- 
re rÌDtersezione di due superficie curve date di si«* 
to I e di forma , le quali s' iutersegano. 

Concepiscansi esse superficie segate da una serie di piani^ 
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i quali serbino tutti nello spazio una slessa posizione deter- 
minata , cioè sieno tutti paralleli ad un piano di sito, o pas- 
sino tutti per una retta data di posizione . Scelgaasi però ta- 
li piani seg!inti in modo , che le intersezioni di essi con cia- 
scuna delle proposte superficie intersegantì sieno. focili a co- 
noscersi , ed a costruirsi. Ciò posto , per ognuno di «{[uesti 
piani seganti si determinino i punti , ne' quali s' inlersegaao 
le proiezioni delle linee curve da essi prodotte^ n^Ue super- 
ficie curve proposte , che saranno precisamente le proiezio- 
ni di que' punti y che in tal piano segante si trovano esser co- 
muni a tali superficie ; la curva ^ o que' rami di curva , che 
passerà , in ciascun piano di proiezione , per tutti que' pun- 
ti , che col precedente metodo si saranno esibiti su di esso , 
sarà la projezione corrispondente dell'intersezione da co^ 
struirsi. 

245.ScoL. Il metodo esposto , nel precedente problema 
generale , applicabile ad ogni quistione ove propongasi a 
costruire Y intersezione di due superficie curve , ha però bi- 
sogno di molta perpicacia di chi lo adopra y per essere van- 
taggiosamente usato : poiché esigendosi per esso , come si 
è veduto , a fin di determinare que' punti dell' intersezione 
di due superficie curve , che ritrovansi in uno stesso piano se- 
gante , di costruire le due linee da questo in quelle rispettiva- 
mente segnate; sarà tal costruzione tanto più comoda, ed ele- 
gante , quanto più facili ad esibirsi sono le projezioni di que- 
ste linee, le quali in molti casi , scegliendosi couTenevolmente 
i piani seganti , non sono che rette, e cerchi, e quindi capaci 
ad essere esibite con un moto facile, e continuo. Bisogna dun- 
que, prima d'imprendere la soluzione di un problema di que- 
sto genere , meditar bene sulla genesi delle superficie delle 
quali si vuol determinare l'intersezione^ e sulla scelta de'piani 
seganti ; affinchè il metodo proposto , per costruirne l' inter- 
sezione , il quale di sua natura è lungo , e penoso, riesca in 
pratica della maggior faciltà , ed eleganza possibile • E ul- 
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Tolta 9 per rìeseìr meglio nella soluzione di uno di questi 
problemi , biso^erà rinunziare al sistema de' piani seganti j 
ed impiegare superficie curve , le cui intersezioni colle pro- 
poste sieno più facili a determinarsi , cbe quelle de' piani ; 
del che se ne vedrà qualche esempio più appresso. 



PROPOSIZIONE LXXIX. 



PaOBLEMA . 

l 



^46.T]rare la taDgente per un punto dato alF in«- 
tersezione di due superficie curve. 

Cas.1. Se non sìesi costruita l' intersezione di tali super- 
ficie , basta considerare, eh' esistendo una tal curva nell' una 
delle superficie proposte , la tangente di essa , in un punto 
dato y dovrà cadere nel piano , che tocca la superficie in 
quel punto. E lo stesso dovendo avvenire per l' altra , ne se- 
gue y che la tangente cercata debba essere l' intersezione di 
tali due piani. 

Gas. 2. Che se la curva d' intersezione siesi esibita , le 
ptojezioni della tangente saranno rispettivamente le tangenti 
le projezioni ne' punti , che sono le projezioni del dato. 

247. Scoz. Questo problema generale ci risparmierà una 
tal ricerca problematica ne' seguenti problemi. 

PROPOSIZIONE LXXX. 

PEOBUMÀ. 

1 48 .Costruire Tintersezione di due superfìcie ci- 
lindriche date di sito. 

Le due curve xgv ^zfu [ fib.79. ) rappresentinole trac- 
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ce di esse superficie so di ano stesso piano di projezione , e 
le ed , C^d^ sieno le projezioni di qaella retta alla quale è 
costantemente parallela la generatrice della superficie cili&<* 
drica , che ha per traccia xgv ; ab ^ k'b' quelle dell' altra 
retta cui è costantemente parallela la generatrice della 8uper« 
ficie cilindrica della traccia z/ti.Si tiri per questa retta un pia- 
no parallelo alla prima(pr.dd.)9e di un tal piano ne sia ae la 
traccia su quello di projezione oye esistono le carré xgv ^ 
zfu\ ed a questa a e si tirine,nello stesso piano di projezione, 
quante si Togliano parallele fkj che interseghino le due trac- 
ce or gfi; , zfu , per ciascuna delle quali si concepisca coadoU 
to un piano parallelo a quello , che passava per la ae . È 
chiaro, che ognun di tali piani intersegherìi le due sup^ficie 
cilindriche proposte in que'loro lati , che passano pe' rispet- 
tivi punti fyh^g^k, ne quali le due curve xgv , zfu 
sono segate dalla corrispondente (Ctta fg : eàh anche clda* 
TO , che si apparterranno air intersezione da costruirsi que' 
punti ne' quali questi lati s' intersegano , ove ciò avvenga • 

Per esibir tati punti d' incontro , si tirino pe' punti f yk 
le rette f l^ hm parallele alla ab ; saranno esse le projezioni 
corrispondenti , sul piano della traccia zfu , di que' lati del- 
la superficie cilindrica di questa traccia , che V incontrano 
ne' punti f^hie projetiando questi punti in F^ , H^ , s al- 
l' altro piano di projezione , le parallele FT , HW con- 
dotte per F' , H' alla A'b\ dinoteranno le projezioni corri- 
spondenti de' suddetti lati di tal superficie cilindrica . Simil- 
mente , determinando sul piano di projezione ove esiste la 
xgv le projezioni gi^ kn dì que' lati della superficie cilindri- 
ca di questa traccia , che passano pe' punti g , k ^ e poi le 
corrispondenti projezioni G^i% Wn di essi suU' altro pia- 
no di projezione ; i punti p >) q^rj s ove s' intersegano , su 
dì un piano stesso di projezione y quello delle curve xgv , 
sfu , le projezioni corrispondenti de' lali dell' una , e del- 
l' altra superficie cilindrica , dinoteranno su questo piano le 
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proj^ioni de' punti cornimi a qae' lati di esse superficie ; e 
quindi alle medesime , nel piano condotto per la retta fk. E 
similmente^^rì punti p^^^,/,/ ove s' intersegheranno y 
suir altro piano di projezione , le corrispondenti projezioni 
de'suddetli lati , saranno le altre pro^ezipni de' punti stessi. 

Laonde se ciò si continui a fare , la curva che si condurrà 

per tuli' i punti p, q%r, s cosi determinati, sarà nel 

piano di questi , la projezione dell' intersezione delle due 
superficie cilindriche date : e Y altra curva , che passa per 

tutti gli altri punti p^q^r^è' dinoterà 1' altra pro- 

j ezione dell* intersezione stessa^ 

A49. ScoL. Siccome i limiti del sistema di piani seganti 
le due superficie cilindriche proposte debbono esser que'pia* 
ni condotti ad esse , i quali sono paralleli al piaoo di sito, 
che hft per traccia la ae , e che sono gli ultimi ad intersega- 
re le due. superficie cilindriche ; così vedesi, che i limiti del 
sistema di rette parallele alla a e, che debbono condursi nel 
piano di projezione delle curve zfu , xgv , per effettuare la 
soluzione del precedente problema, sieno rappresentati dalle 
ultime rette parallele alla ae , che incontrano le curve sud- 
dette : e quelle potranno essere tangenti Y una curva , e se*, 
ganti 1' altra , o anche tangenti ad esse comuni. 

La ricerca di questi limiti nel costruir le intersezioni di 
due superficie curve , in generale , ò essenzialissima a pre- 
mettersi , per non cadere in operazioni superflue . 

Inoltre convien osservare, che la curva che passa pe'punti p, 
^, r, #... e similmente Y altra per gli altri punti p^ , q\r\$'... 
potrà costare di un ramo solo , o pur di due , o anche di pia 
distinti tra loro ; il che dipende dalla diversa posizione , e 
natura delle superficie inters^antisi. 
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PROPOSIZIONE LXXXI 



PROBLEMA. 



25o. Costruire V intersezione di due superficie 
coniche date di sito. 

SieDo a , a^ , [ fig. 80. ] le projezioni del yerU'ce di mia 
delle due superficie coniche , ed x^v la sua traccia sudi u- 
no de' piani di projezione : sieno poi b ^ b' \% projezioni del 
yertice deiraltra superficie conica j e zfu la traccia di essa 
sul piano stesso della precedente. 

Si prenda per direttrice de'piani seganti quella retta , che 
unisce i vertici delle due superficie coniche , e che ha per 
sue projezioni le aby clV ; che perciò se determinisi il pon- 
to t ove tal retta incontra il piano delle tracce xgv y zfu 
(pr.i6.)i 1^ traccia su di questo di un qualunque di que'piani 
seganti potrà dinotarsi con una retta qualunque tf tirata per 
Io punto t in modo^che ineontri le due tracce delle superficie 
coniche proposte ; ed i punti f, h^ g^ k ove queste sono se- 
gate dalla if saranno quelli per dove passano quelati di esse, 
eh' esistono nel piano segante corrispondente , ed i quali 
avranno per loro projezioni, sul piano della if,lega^ka^ 
fb yhb . Ijaonde i punti p ^q, Vy s ove le precedenti proje- 
zioni di que' Iati s' intersegano , saranno le projezioni cor- 
rispondenti di quelli altri ne' quali s'incontrano i suddetti Ia- 
ti , o sia de' punti comuni alle due superficie coniche propo- 
ste , nel piano da cui si sono fatte segate. Se dunque si con- 
tinui la stessa costruzione , si verrà a determinare una serie 
di punti p 9 9 9 r , « , pe' quali facendosi passare una curva, 
sarà questa la projezione dell' intersezione da costruirsi , 
nel piano della t f. 

Per aver poi 1' altra di tali projezioni y è chiaro , che bi- 
sognerà projettare , per ogni retta if , che si è tirata, i punti 
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fi ^> 99 ^> suir altro piano di projeziontì , in F', H', G',K'', 
congiuntele F'fe^, H'i' ; GV, K'a'; saranno queste le altre 
prójezioni corrispondenti di que' lati delle superficie coniche 
date , che rìtrovansi nel pianò segante condotto per i f. Ed 
i punti j>%^',/^/ ove tali prójezioni s' intersegano, saranno 
le prójezioni , su quest' altro piano di projezione ^ dell' in- 
tersezione di que* lati, e quindi de'punti, che in tal piano si 
trovano esser comuni alle due superficie coniche date.Laon- 
de la curva, che passerà per tutti questi punti così determi- 
nati , sa^à l'altra projezione cercata della curva d'intersezio- 
ne da costruirsi. 

251. ScoL. À questo problema , ed a' seguenti potrà a- 
dattardi , convenevolmente modificandolo , ciò che si è det- 
to nello scolio al precedente. 

PROPOSIZIONE LXXXII. 

P&0RL£Hik. 

sSa. Gostraìre F intersezióne di una superficie 
conica dato di sito , con una superficie cilindri ca 
similmente data. 

Prendasi l' un piano di projezione perpendicolare alla ge- 
neratrice della superficie cilindrica ^ esieno acb [fig. 84.^ 
la traccia di questa superficie su tal piano, degf quella deU 
la superficie conica , ed /t , A' le prójezioni del suo vertice. 

Si concepisca passare per 1' altezza di tal vertice sul pia- 
no delle tracce acb ^ degf un sistema di piani seganti , la 
traccia dell' un de' quali sul piano stesso di projezione sia la 
retta heg ; il punto e ove questa retta intersega la traccia acb 
di essa , sarà la projezione di quel lato della superficie sud- 
detta , che si trova in tal piano segante , ed incontra la trac- 
cia acb in e : ed abbassando da e sulla LM la perpendico- 
lo 
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ìare indefinita cCV,sarà Ce' la corrispondente projezione di 
tjuel lato sull'altro piano di projezione. Inoltre si projetti il 
punto g^ ove la stessa retta hcg interseca la traccia della su- 
perficie conica , in G"" suU' altro piano di projezione , e con- 
giungasi la G^A^; saranno le hg^ h'Ct le corrispondenti pro- 
iezioni del lato della superficie conica, eh' è nello slesso pia- 
no segante , ed il quale incontra la traccia in g . Laonde il 
punto j7% OYC intersegansi le C/c' , Q/h' j sarà la projezione 
del punto d' intersezione di que' lati delle due superficie 
curve proposte , i quali trovansi iijello stesso piano segante 
condotto per la A^^E determinando similmente altri di questi 
punti p'\ la curva condotta per essi disegnerà una delle pro- 
iezioni dell' intersezione cercata , e quindi questa si sarà 
costruita , mentre l' altra projezione di essa , per la maniera 
come si è stabilito il piano di projezione delle tracce acb ^ 
degf^ cade nella stessa traccia ac& della superficie cilin- 
drica ; e non resta al più , che limitarne il corso quando ciò 
abbia luogo . 

PROPOSIZIONE LXXXIII. 



PROBLEMA. 



253 • Costruire V intersezione di una superficie 
cilindrica data di sito con un altra di rivoluzione 
intorno ad un asse verticale y anche data di sito • 

Sieno gh , g^h' [ fig.82. ] le projozieni di quella retta cui 
è parallela la generatrice della data superficie cilindrica , 
eà abc dinoti la traccia di essa su quello de' piani di proje- 
zione cui è perpendicolare in cf l' asse della data superficie 
di rivoluzione. Sia inoltre e^d'f^ la projezione della genera- 
trice di quest' altra superficie sopra un piano perpendicolare 
al primo , e la projezione del suo asse su questo stesso pia- 
no sia la D'd^ perpendicolare alla LM . 
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Ciò {M)$to , si tiri nella curva e^d^f V ordinata mT aU 
V asse tì'd'^ , per la quale suppongasi condotto un piano ò^ 
orizzontale ; un tal piano segnerà nella superficie di rivolu-* 
tìoM un cerchio del raggio tnV , che avr!i per projezio^ 
He orizzontale il cerchio psr descritto col centro <f , e col 
raggiò m^n. Inoltre col cateto n'D', e con Y angolo opposto 
ad esso ^ uguale a quello in cui inclinasi al piano orizzonta-^* 
le la generatrice della superficie cilindrica ( 91 ) , si descri- 
va il triangolo n^D'^Kf, e tagliata hibg uguale alla D'X^ , si 
descriva per g la curva gpq identica alV altra a&c(2l9); 
sarà questa la proiezione della comune sezione del piano o* 
rizzontale condotto per la m^V con4a superficie cilindrica ; 
e perciò i punti py q^ oVessa intersega il cerchio psr , sa- 
ranno le corrispondenti projezioni orizzontali di que' punti 
comuni alle due intersezioni prodotte da quel piano segante 
nelle superficie curve proposte, ci^ di que' punti, che sono 
ad esse comuni in tal piano. E projettandosi questi punti p^q 
injp% q^ sulla m'/^ nell' altro piano di projezione , si avran- 
no le corrispondenti projezioni verticali de' punti suddetti 
delle superficie proposte . Laonde , continuandosi la stes-» 
sa costruzione, si verrà in tal modo ad assegnare una serie di 
punti p, q sul piano orizzontale , ed un'altra corrispondente 
p'j q[ sul verticale ; e facendo passare una curva pe' primi 
di essi , ed un' altra pe' secondi , saranno queste le rispettia- 
te projezioni dell' intersezione cercata « 



t* 
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WIOPOSIZIONE LXXXIV. 

!i54» Costruire V Intersezione di una superficie 
cilìndrica ^ e di un' altra sferica j date di sito. 

Qaeslp problema non è che nn semplice caso del preceden- 
te, nella cui soluzione rimane compresa la sua ; che paò pe- 
rò , per la specialità di natura della superficie sferica , co- 
struirsi graficamente, in modo più facile, prendendo la gene- 
ratrice della superficie cilindrica perpendicolare al piano di 
projezione orizzontale • Poiché , in tal caso , la proiezione o- 
rizzontale della comune sezione di ciascun piano segante con 
la superficie cilindrica , sarebbe la stessa traccia di questa ; 
e tal traccia rappresentando ancora la projezione orizzontale 
dell' intersezione da costruirsi , di questa projezione non sa- 
rebbe slato bisogno , che di fissarne solamenti i limiti , la 
qual cosa facilmente si yede come debbasi eseguire • Laonde 
la presente ricerca si ridurrebbe a determinare la sola proje- 
zione yerticale , la quale otterrebbesi come nel problema pre- 
cedente (*) . 

JLITER. 

255. Rappresenti eh he [fig* 83. ] la traccia orizzontale 
della superficie cilindrica verticale, che sarà ancor quella del- 
r intersezione da costruirsi , ed a, a' sieno le proiezioni ri- 
spettile del centro della sfera data , di cui ne sia il cerchio 
bfc la projezione orizzontale, cioè quella del suo cerchio ge- 



(*) La stessa costruzione avrebbe anche luogo per una qualunque su- 
perficie di rivoluzione , nel caso , che la generatrice della superficie 
cilindrica fosse ancor essa verticale . 



Geometria di Silo t4J 

Mratore nei piano parallello aH' orizzontate , che passa pet 
suo centro A. 

Si tiri nel piano orizzontale una qualunque retta Im paral- 
lela alla LM ^ che incontri ad un tempo le due curve chkc ^ 
hfg^ della quale è facile conoscerne i limiti ; e per essa* 
si concepisca condotto il piano parallelo aV yerticale di pror 
jezione , che doTra incontrare la superficie, cilindirica ne' due 
suoi lati , che passano pe' punti A , A- ^ in dove la / m inter- 
sega la sua traccia , e. la sfera nel cerchiò del raggio dg y 
4»rìzzontalmente pro]«ttato nella Im , e verticalmente nell' i^ 
dentico cerchio h^ k^ k' h' , col centro a^ ; sul quale projeU- 
tando i punti h^k^ saranno i punti hf yh^'^^V ^k' ^ I& pro^ 
jezionì verticali di altrettanti punti esistenti nel proposto pia- 
no segante , e comuni alte due superficie date , cioè delU in- 
terses^ione da costruirsi . Nel qual modo determinando le 
projezioni verticali degli altri punti di tal intersezióne ; là 
curvja , o le curve condotte per essi rappresenteranno la prò- 
jezione verticale delllntersezione da costruirsi. 

256. S€OL« Per mezzo del precedente problema può grafi- 
ficaAjente costruirsi \ elegantissima soluzione del Viviani al 
•no enigma geometrico della volta emisferica quadrabile, che 
enuncieremo nel seguente modb geometrico : Segnare nella 
superficie di un emisfero due curve identiclie y e-iali , che la 
rimanente superficie di esso risulti assolutamente quaditJfile . 
Il quale da lui vedesi ridotto a perforare f emisfero con um 
cilindro retto , che abbia per direttrice del suo lato quel cer- 
chio j il' cui diametro è il raggio delF emisfero , cK è perpcn-- 
dtcolarei al' cerchio die rio basey ncL centro di esso. 
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PROPOSIZIONE LXXXV. 



PEOBLEMA • 



3 S7 •Costruire V intersezione di una superficie di 
rivoluzione data di sito , intorno ad un asse vertica- 
le j con una superficie conica anche data di sito* 

Il punto d l flg.84. ] sia la projezione orizzoatale dd- 
r asse della superficie di rivoluzione data^ la retta D^d per- 
pendicolare alla LM sia la corrispondente projezione yerti- 
cale dello stesso, e la curra g^d^r ^i^ ^^ projezione verticale 
della generatrice della proposta superficie di rivoluzione, al- 
lorché y nel 3U0 rivolgimento intorno all' asse , trovasi in un 
piano parallelo a quello di tal projezione ; 1' altra curva aie 
poi dinoti la traccia della data superficie conica , il cui ver-* 
tice sia projettato in e , c\ 

Si tiri , nel piane verticale, una qualunque retta M pa- 
rallela alla LM, che prendasi per la traccia di un piano oriz- 
zontale y il quale interseghi le due proposte superficie ; sa- 
rà un cerchio la comune sezione di esso col solido di rivolu- 
zione , ed avrà per raggio la semiordinata n^mf nella curva 
g'd^f'^ e per projezione orizzontale V altro cerchio qps^ de- 
scritto col raggio suddetto , e col centro d » Or lo stesso 
piano segante segnerà nella superficie conica una curva simile 
alla traccia ab e di questa (225 ) , e che avrà per projezione 
una curva identica ad essa , la quale si otterrà come Qello 
scolio al num^227 : sia questa la curva j9 A 9. E chiaro , che 
i punti Pj 9, ove la curva pkq intersega il cerchio pq& 9 sie- 
QQ le projezioni orizzontali corrispondenti di que' punti ne' 
quali s' intersegano nello spazio la comune sezione del piano 
segante condotto per la /W,con le due superficie date, o sia 
que' punti comuni a queste, i quali esistono in un tal piano ; 
e p\ q' ne dinoteranno le corrispondenti projezioni verticali» 



Geometria dì Sito ìof 

£ dctermÌBando in simil moda uaa serie di punti, come p,^ 
sui piano orizzontale , ed altrettanti come p% (( sul verti- 
cale di projezione ; la curva , o i rami di curva, che passera 
pe' primi , sarà la projezione orizzontale dell' intersezione 
da costruirsi , e 1' altra condotta pe' secondi ne sarà la corri- 
spondente projezione verticale \ che perciò rimarrà risolato» 
il presente problema . 

PROPOSIZIONE LXXWL 

TEOREMA.. 

a 58 .Costruire rinterscG^ioDe di una superfìcie còf- 
sica data di sito con i{ueUa di uua sfera, sìaillmea'^ 
te data. 

Cas.1 .Primì^rameRte il vertice A del cono sia centra del- 
la sfera^ e ne sieno a^a' [ /i^.^^.] le projezioni ; 119^ dinoti; 
la traccia orizzontale data della superficie conica , a'm' il 
xaggio della sfera, e 1 cerchio Vf'g^m^ la projezione verticar 
le di essa . Ciò premesso , si concepisca passare per \ altezr 
za orizzontale A a del punto À una serie di piaoi , che sar- 
ranno tutti verticali . e ciascuno di loro intersegliera W 
superficie conica in un sistema di rette , progettate oriz- 
zontalmente nella traccia orizzontale del corrispondente pia,- 
Bo segante y e la superficie della sfera io un cerchio massimo ;. 
ed i punti ne' quali a incontreranno, per ciascun piano , quel- 
le rette y e questo cerchio , si apparterranno all' intetsezion» 
da costruirsi . 

Rappresenti la retta nad la traccia orizzontale dt uno di 
questi piani ; dovranno le- generatrici nelle quali esso in^ 
centra la superficie conica passare per r , d , ed esser pro- 
jettate sulla nd : ed abbassando da que' punti sulla LM le 
perpendicolari n N' , d D' , congiunte le N'a\ D V 3^ diao^ 
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teranno queste le rispeltiye projezioni yerticali di quella 
stesse generatrici • 

Per costniire que' punti in dove tali rette incontrano la 
circonferenza del cerchio segnalo nella sfera dal piano stes- 
so ; si tiri per a la retta fag parallela alla LM , e poi s' in- 
tenda il proposto piano segante riTolgersi intomo alla A a , 
finché la nd coincìda con la fgr ; è chiaro,che in tal moyimen- 
to non si Yarierà l'altezza orizzontale di essi punti d' interse- 
zione ] che i punti n, d descrivendo gli archi circolari dg,nf 
verranno ad applicarsi in ^ ^ f sulla fg ; e che projettando 
questi in G^^F^, le Q/a'^'a^ dinotino le projezioni verticali 
delle generatrici della superficie conica , che passavano per 
€{ 9 n , nel nuovo sito che ha preso il piano segante che le 
eontiene.Inoltre i punti g\f^ ov'esse intersegheranno rispet- 
tivamente la circonferenza l'f^g'm\ che è la projeziooe verti- 
cale dell' intersezione di esso piano colla superficie della sfe- 
ra , considerata anche nella posizione^ che ha presa in virtìi 
del movimento del piano , saranno le projezioni verticali 
de'punti dell' intersezione dimatidata , considerati anche nel- 
la nuova posizione dì un tal piano .II perchè le projezioni 
di essi punti nel vero loro sito dovranno esistere nelle parala 
lelc g^h' , fk' alla LM , tirate pe' punti g' ^f \eà esser 
perciò i punti A', A:^, ove queste rette incontrano rispettiva- 
mente le Jya' , N^a^ , che doveano pur contenerle : e se 
projettinsi i punti h\ kf sulla n^ in A , A: ; saranno questi le 
corrispondenti projezioni orizzontali degli stessi punti d'in- 
tersezione • Laonde facendo passare una curva per t utt' i 
punti h^ , y determinati nel modo stesso , ed un' altra per 
tutl' i punti A, A: \ saranno queste le rispettive projezioni del- 
l' intersezione da costruirsi . 

Cab. 2. Che se le due superficie proposte non sieno con- 
centriche : si prenda per direttrice de' piani seganti la retta, 
che unisce il centro della afera col vertice del cono, e stabi- 
liscasi il piano di projezione verticale parallelo a questa ; sa- 



Geometria di Sko 153 

ranno pnre linee rette le intersezióni di ciascun piano se- 
gante con la superficie conica , e cerchi massimi quelle che 
han luogo colla sfera ; e tutta la soluzione si condurrà come 
nel caso precedente. 

PROPOSIZIONE LXXXVII. 

P&OBLEHA. 

359. Costruire V intersezione di due superficie 
di rivoluzione* 

Soi. Cas. 1 . Abbiano primieramente tali superficie i loro 
assi in un piano stesso , e suppongasi un di questi perpendi- 
colare al piano orizzontale , e 1 piano verticale parallelo a 
quello , che vien determinato dagli assi stessi « 

Ciò posto ^ sia a [ fig-86.'\ la projezioae orizzontale del- 
l'asse Terticale^AV la projezione verticale dello stesso^c'^lV 
la curra generatrice della superficie corrispondente , rappre* 
sentata nel piano verticale ; e sia ab la projezione orizzon- 
tale dell'altro asse , B V la verticale^ ed f'dfh' la gen^atrice 
di una tal superficie rappresentata anche nel piano verticale : 
è chiaro , che saranno a , a' le projezioni di quel punto nel 
quale incontransi i due assi . 

Concepiscasi adesso una superficie sferica avente per centro 
un tal punto , intersegare le due superficie date ^ sarà pro- 
jezione verticale di essa il cerchio tVo'p% descritto col cen* 
tro a'j e col raggio della sfera ; ed una tal superficie avendo 
r asse di comune con ciascnna delle date , intersegherà , co- 
m' è chiaro , ognuna di queste in un cerchio y perpendicola- 
re all'asse della stessa. Che perciò , la projezione verticale 
dell' intersezione della sfera con la prima di tali superficie 
sarà la retta n'c/'^perpendicolare alla A^a^,e l'orizzontalo sa- 
rà il cerchio n or descritto col centro a^ e col diametro n'o% 
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e r intersexioDC della stessa superficie sferica con l'altra del- 
le date avrà parimente , per saa projezione verticale la retta 
yp^ perpendicolare alla a'B' ; e 1 punto /nel quale s'inter- 
segano le nV, k^p^ sarà la projezione verticale di que' due 
punti , ne' quali si tagliano le circonferenze de* due cerchi, 
projettate verticalmente in nfo% k'ip^ cioè di due punti del- 
l' intersezione da costruirsi . Se dunque per tutt' i punti r' 
cosi determinati si conduca la curva \ sarà questa la proje- 
zione verticale di essa intersezione. 

Projettando ciascun punto / sulla circonferenza del cer- 
chio corrispondente nro in r, r ; saranno questi le projezio- 
bì orizzontali de' due punti d' incontio delle circonferenze 
de' cerchi suddetti , i quali si trovano sulla stessa sfera ; e la 
curva condotta per tutti questi punti r y similmente deter- 
minatijSara la projezione orizzontale dell'intersezione stessa. 

Cas.2. Che se gli assi delle due superficie date non sie- 
no nello stesso piano , e si coatinui a supporre l' un di essi 
perpendicolare in a al piano orizzontale , e '1 piano verticale 
parallelo ad entrambi; dovrà la projezione orizzontale delFaU 
tro asse esser parallela alla LM [ flg.87. }. Dinotino final- 
mente le Afaf , Wb' le projezioni verticali rispettive di tali 
assi , e le curve a^ctt, Ìb'g\ segnate nel piano di projezio- 
ne verticale , sieno le projezìoni rispettive delle generatrici 
corriapondenti delle due superficie di rivoluzione , nel sita 
parallelo a quel piano. 

Ciò posto , si tirino nel piano verticale le rette F^^. . . . 
tutte perpendicolari alla B' i' ; e per queste si suppongano 
passar piani normali a quello : ciascun di questi piani se- 
gnerà nella superficie di rivoluzione y che ha \ asse vertica- 
le , una curva della quale potrà determinarsi la projezio- 
ne orizzontale rei (241) ; ed incontrerà l' altra superfi- 
cie data , al cui asse è perpendicdarc , in un cerchio , che 
avrà per sua projezione 1' ellisse rig (223): ed i punti r^iy 
ne' quali queste due curve s' incontrano^ saranno le projezio- 
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ni orizzontali di altrellantì ponti dell' intersezione da co- 
struirsi , eh' esistono in uno stesso piano segante fF^/^ • Se 
dunque per tutti questi punti r , t similmente determinati 
si faccia passare la curva corrispondente ; questa rappre- 
senterai la projezione orizzontale di quell' intersezione • 

Projettando i punti r, t in r^, fy sulle rispettive tracce Ter-< 
ticali T^f di quel piano segante,nel quale contengonsi i pun- 
ti d' intersezione de' quali essi r , ^ ne sono le projezioni o- 
rizzontali ; e poi tirando per tutti questi altri punti /, t% in 
tal modo determinati , la curva > si otterrà la projezione ver- 
ticale dell' intersezione stessa. 

260. ScoL. Se nel caso 2. del precedente problema , la 
superficie con l' asse verticale fosse di secoud' ordine ; le 
sezioni prodottevi da' piani seganti sarebbero ancor esse el- 
lissi ; e le loro corrispondenti projezioni orizzontali in al** 
tre elUssi si otterrebbero faciUneiite. 
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CAPITOLO \ir. 

be' DETSBHINAlfTI DEL SITO DELLE LINEE CUEVS A DOPPIA 
GURVATVRA J E DI ALCUN PEOBLEMA FONDAMENTALE. PBE LA 

LORO TEORICA» 



261 .Si & già veduto) cbe il sito di oim linea curva net pia- 
no, del pari che quello di ciascun punto di essa, determinasi 
riferendolo a due assi , o direttrici assegnato nel piano» stesso 
( pr.8. ) : e la sua natura rinoiane ancor definita àsì rappor- 
to delle coordinate a quegli assi geometricamente e^ressa , 
o per la corrispondente equazione , cbe il rappresenta , che 
dicesi alla curva (^vr. 8 j e pr. 32. Invenz. geom. ) , dalla 
quale le proprietà indeterminate di essa possonsi convene- 
volmente rilevare , come per le curve coniche ampio argo- 
mento ne presentano gli ordinar} trattati per esse (*)• 

Seguendo lo stesso andamento , il sito , e la natura di Or 
Da linea curva a doppia curvatura non potrà esibirsi , che 
rapportandone i punti a tre assi coordinati , o sia a tre piar 
ni di sito, o in altro modo analogo a quello di fissare il sito 
di un punto nello spazio (prJi^i2,i3) ; di che ancora si 
è veduto precedentemente un esempio per una curva piana 
nello spazio (j>r.34.) • 

Or sebbene quest' argomento y nello stato attuale delle 
Matematiche piii facile, ed uniforme risulti , e piÌL possa e- 
stendersi trattandolo con la moderna analisi , pure è neces- 
sario , che alcune geometriche considerazioni vi si premet- 
tano , delle quali ci occuperemo brevemente in qaesto ca- 
pitoletto ; e che oon lasceremo senza usarne in aj^resso. 

Si è già veduto , che il sito di una linea curva a doppia 



(*) Vegjasi U trattato analitico M Pergola su tali carte 
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* 

curvatura , risultante dall' intersezione di due superficie cuT'* 
Te , rimaneva determinato da queste ( cap.xiii. ) ^ né pia 
oltre converrebbe procedere per tale oggetto , se esse indi- 
pendentemente da quelle non potessero ancora ottenersi. Ma 
siccome nel caso di due superficie definite , e dotate di una 
proprietà caratteristica^ esse intersegandosi^ ciascuna comu-- 
nica alla linea del loro incontro questa tal proprietà , sicché 
una tal linea da quelle si riman definita , e ne divien nota la 
natura , per la quale può essere convenevolmente espressa , 
e descritta ; cosi conviene , che da questa partendosi a fis- 
sarne il sito si pervenga. £ siffatta più special considerazione 
si rende tanto più importante » quanto che , essendo le linee 
curve a doppia curvatura la riduzione della indeterminazione 
delle superficie curve per un grado , i problemi , che per la 
ioro composizione a queste riduconsi , vengono per mezzo 
di quelle più elegantemente risoluti . Delle quali cose se n^ 
vedranno esempj in appresso^ non limitando per esse qui la 
nostra trattazione , come abbiamo indicato , che alle prin- 
cipali ricerche geometriche di sito per tali linee curve (*) ; 
serbando le altre all' altro trattato analogo della Geometria 
analitica di sito , potendosi per ora , coloro che amano i- 
struirsene , ottenerlo con buon successo dal cap. v del vol.I 
del dotto , ed importante Trattato del Calcolo differenziale, 
ed integrale , dd Lacroix , ove vedesi raccolto , e con ordi- 
ne, e chiarezza esposto tutto quello, che in questo argomen- 
to era stato già preparato da Clairaut , proseguito, e perfe- 
zionato dall' Eulero , e dal Monge finalmente di molto este* 
80 , e sviluppato . 



(*) Veggasi il cap. seguente» e quelli della Parte IL sulla Spirale ei^ 
Onirica , e l' EfieicUnde sferica. 
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L PROPOSIZIONE Lxxxvin. 

361 .1 determiDaDti del sito^ e della forma di una 
curva a doppia curvatura^ sono le projezione di &* 
sa su due piani ad angolo. 

Imperocché essendone data una sola projezione , è ancor 
data quella superficie cilindrica , che ha per direttrice tal 
projezione , e per retta generatrice la perpendicolare al pia- 
no in cui quella esiste . Similmente è data la posizione del-* 
r altra superficie cilindrica , che ha per traccia V altra pro- 
jezione della curva proposta nello spazio , e per generatrice 
una retta perpendicolare al piano di quest' altra projezione « 
Laonde tal linea curva non potrà essere , che quella sola in 
cui queste due superficie cilindriche s'intersecano , e perciò 
sarà data di sito ( 248 ) . 

£ siccome di ogni punto della linea curva proposta nello 
spazio se ne hanno le due projezioni , si ha quindi T altez* 
za di esso su di uno de' piani di projezione (42) , e per con- 
seguenza il lato corrispondente nella superficie cilindrica 
retta a tal piano • Laonde si potrà in questa superficie cilin- 
drica segnare un tal punto. £ così facendo per ogni altro, si 
verrebbe a disegnare su di questa Y effettiva linea curva da- 
ta per mezzo delle sue projezioni y che perciò si sarà esibita 
la sua forma* 

263. Cor. Quindi i determinanti di una linea curva a dop- 
pia curvatura nello spazio saranno quelle due superficie cilin^ 
driche rette a due piani, che s' incontrano , che avranno ri- 
spettivamente per direttrici le projezioni su di essi di quella 
linea curvisi « 
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PROPOSIZIONE LXXXIX. 



PROBLEMA. 



!i64«Date le projezionl di una curva , eh* è nello 
spazio y determinare s* essa sia a semplice y o pure 
a doppia curvatura. 

Sìeno MÒcd^ a^ì/c'à' [ ^g. 88» ] le projezioni deUa car- 
va proposta ; e primieramente se una di esse ^ la abcd per 
esempio , fosse una retta , una tal curva nello spazio , non 
potrebbe essere, che a semplice curvatura ; poiché essa in tal 
caso dovrebbe risultare dall' intersezione della superficie ci- 
lindrica normale al piano della projezìone a^yc^d\che avreb* 
be questa curva per traccia , e del piano verticale a quello 
della projezione abcd^ e che ha per sua traccia su di questo 
la retta data. Adunque una tal curva dovrà esistere in questo 
piano , e perciò essere a semplice curvatura • 

Suppongasi dunque y che ambedue le projezione abcd^ 
a^^c'd' sieno linee curve. Si prendano in una di esse abcdy 
ad arbitrio, i quattro punti a^b^c^d^ i quali si projettino sul** 
l' altra curva in of^V^c'^d'^ saranno quelli, e questi le corri- 
spondenti projezioni di quattro punti nello spazio esistenti 
nella linea curva proposta. Or si determini il piano , che pas- 
sa per tre di tali punti ad arbitrio , e la retta che congiu* 
gne un di essi stessi col quarto : se tal retta iucontrera i piani 
delle projezioni abcd y a'Vc'd^ nelle tracce di un tal piano (e 
ciò è sufficiente sperimentarlo per una sola di queste tracce), 
sarìi chiaro eh' essa esiste in questo ; e quindi che quel quar- 
to punto trovavasi comprimi tre in un piano stesso, dal che ne 
segue , che la curva proposta abbia tutt' i suoi punti in un 
piano, e perciò y che sia a semplice curvatura. Ma se poi ciò 
non avviene , la curva proposta sarà a doppia curvatura. 
26 5. Cor. Si rileva da quello , che in principio di questo 
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problema sta detto , che una curva a doppia curratura uòn 
possa mai avere p^ una delle sue projezioni una retta* 

PROPOSIZIONE XC. 

TBOHEHA. 

a66.La tangente una lìnea curva nello spazio, in 
un punto di essa y ha per projezioni le tangenti le 
projezioni di tal curva in que' punti , che sono le 
projezioni del proposto • 

Questa proposizione non è ehe la conversione in teorema 
del caso 2. del problema al n. 246. E la verità di essa ri* 
levandosi immediatamente da principj già noti , non ha bi< 
sogno di esser dimostrata. 
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CAPITOLO XV. 

M AlCUNI PROBLEMI NELLO SPAZIO RISOLUTI PER 
MEZZO be' LUOGHI ALLA SUPERFICIE. 



267. Del pari che la proprietà costante , ed indctermioata 
idi una linea Bel piano , costitaisce dì essa un luogo geome- 
trico atto a risolvere , e costruire , con la combinazione 
di un altro que' problemi nella cui analisi perviensi a tal 
proprietà ; così pure , pe' problemi nello spazio, la proprie^ 
là costante ^ ed indeterminata di cui sia dotata una super- 
ficie , ne costituisce il luogo geometrico di que' problemi 
nello spazio , che nella loro analisi geometrica conducono a 
quella proprietà. Se non che la loro indeterminazione cssen^ 
do per due gradi , mentre dall' intersegarsi le superficie 
risultano in generale linee , e non punti , qual si richieggo- 
no per r assoluta determinazione del quesito^ conviene , che 
di que' luoghi se ne combinino tre , per pervenire alla ri- 
soluzione del problema determinato, scisso in indeterminati ^ 
per mezzo de' quali si cerca costruirlo. Poiché in tal modo , 
dalla combinazione dell' un di essi con ciascuno degli altri 
due risultando due linee , e queste dovendo incontrarsi in 
ponti , si perverrà ad ottener quelli soddisfacenti al pro- 
blema proposto , e quindi la sua compiuta soluzione. Yale 
o. dire , per usare, in questo argomento , il linguaggio degli 
antichi geometri , che di tali luoghi ebbero piii scienza che 
noi , vi bisognano tre luoghi anastrofici per la costruzione 
di un problema determinato nello spazio ; se però i punti 
soddisfacenti vi non appartenessero già ad un luogo diessodico^ 
nel qual caso vi è sufficiente un solo di que' primi luoghi . 
E dal precedente ragionamento rilevasi ancora , che tre su- 
perficie curve scambievolmente intersc^antisi non abbiano , 

che soli punti di comune • 

11 
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Adunque si Tede , ehe la dottrina delle intersezioni della 
superficie curve , non sìa solamente un mezzo pratico da a- 
doperarsi per le costruzioni grafiche di esso nelle arti del di*- 
segnt> ; ma possa ancora servire a risolvere geometricamente 
problemi nello spazio • 

E facile anche comprendere , dal fin qui detto , che le li- 
nee curve a doppia curvatura non sieno già esse i luoghi alla 
superficie , bensì nuovi luoghi ridotti da quelli y limitando 
la proprietà loro caratteristica indeterminata a due condizio- 
ni combinate di un problema ; da che tutt' i punti di due su- 
perficie , che n' eran di esso le locali anaslrofiche rispettive, 
riduconsi a quo' soli della linea curva di loro intersezione y 
che ne diviene però un luogo diessodico del problema. 

Or sebbene non mancasse , nelle precedenti ricerche talua 
esempio dell' uso vantaggioso di que^ luoghi nella soluzione 
di problemi nello spazio ; pur tuttavia , a più manifestamen- 
te mostrarlo , se ne vedranno qui appresso recati alcuni , 
che non pur mostrano la speciale applicazione di precedenti 
costruzioni , ma sono ancora atti a compiere alcuna dottrina 
elementare per r> innanzi esposta. 

Ed è questa ancora roccasione propria da rilevare di quanta 
utilità riesca la conoscenza ^ ed il coltivamento dell' anàlisi 
degli antichi ; poiché i problemi, che verranno trattati, e gli 
altri della stessa loro natura , con assai maggior difficolta 
prestansi all' Analisi algebrica, co'mezzi, che finora possie- 
de, o a dirittura per la loro risoluzione , o per una convene- 
vole composizione , o per la loro determ inazione ; come in 
qualche uno di quelli, che verranno recati si farà osservare. 
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PROPOSIZIONE XCL 



PBOBLEVA. 



168 • Date di sito due linee rette ^ esibire quel 
punto neir una di esse , che disti dalF altra per una 
retta data j cioè , dal quale abbassata sulF altra la 
perpendicolare , questa sia quanto una retta data . 

La retta so coi dee cader la perpendicolare stabiliscasi nor- 
male ad un piano di aito , che prendasi per orizzontale , e 
sia a [ ftg.89. ] il punto ove V incontri , cioò la pròjezio* 
ne orizzontale di essa, ed A V perpendicolare ad LM ne sia 
la proiezione yerticale : sien poi de^ d'a! le projezioni rispet- 
tiye deir altra retta di sito. 

Or col centro a /e col raggio ar quanto la distanza data 
il descrÌTasi, nel piano orizzontale, il cerchio j^r^^ che rap- 
presenti la traccia di una superficie cilindrica verticale , la 
quale abbia per asse la retta delle projezioni a , ìi!a' , e 
ehe saia il luogo geometrico di tutt' i punii dello spazio, di- 
atanti da quella per la data retta ii • E però i due punti ne' 
qpali Terrà tal superficie incontrata dall' altra retta di sito 
saranno i richiesti nel problema. 

Ed è chiaro, per la determinazione, che un tale incontro 
ayrà luogo , se la circonferenza j^r^ inteiseghi la projezione 
•rìzzonale Je della retta data: ed i punti d' intersezione p,f 
projettati nel piano yerticale , sul!' altra retta d'efj in f\ 9% 
daranno le projezioni yerticali corrispondenti di que' punti 
della retta di sito BG, da' quali abbassate sull' altra le per* 
pendicolari ^ risidtiao ciascuna uguale ad iC 



ft^ tl>e<mietrìa di Silo 

PROPOSIZIONE XCII. 



PHOBLEVA. 



^9« Date di sito doe rette , nell' una delle qaati 
ìin punto ^ inclÌDare a questa dall' altra una retta 
che vi comprenda in quel punto un angolo dato» 

La retla di sito nelìa qnale è dato il panto A stabiliscasi 
perpendicolare in a (/ì^.dO)ad un piano di sito, che prenda- 
si per orizzontale y e sia a la projezione verticale corri- 
spondente al ponto dato A, e però a'A^ l' altezza orizzontale 
di tal punto. Sien poi &c, b'c le projezioni orizzontale, e 
verticale dell' altra retta di sito ; e £ 1' angolo io cui dee 
inclinarsi la congiungente un punto di questa col pnnto A 
dell'altra. 

Ciò posto , costituiscasi al punto a^ della a' A' Y angolo 
A^a'R' uguale al dato £ ; e poi col centro a , intervallo 
ar uguale ad A^"" descrivasi il cerchio prj ; è eviden- 
te^ che la superficie conica , la quale avrà questo per traccia 
orizzontale^ e per vertice il punto A sia il luogo di tutte le 
rette , che inclinansi alla a A nell' angolo K ; e però saranno 
soddisfacenti al problema que* Iati di essa , che passano per 
que' punti in dove la retta delle projezioni bc , 6^c% incoo- 
tra una tal superficie conica. Ed a questo problema (pr.75.) 
sarà però ridotto il proposto , e la sua determinazione. 



€comeina di SU0 t65 

PROPOSIZIONE XeiIL 

T]o. Data- nelk) spazio una retta indefinita dì sì«- 
to y e dati fuori di essa , due punti ; ritrovare nella 
medesuna quef punto, cHe congiùnto cordati : 

L Sia data la somma y o la differenza de' qua^ 
drati delle congiungentT. 

lì. Opure : fci somma , o là differenza di esse. 
. Ili : r angolo , che vi comprendono,. 

IV.. ti.. : la ragione loro.. 

Pel mum.'' I.. • 

271 .Cfes^l.La semiQa dequadraiì delle coogiungenti i puih- 
ti dati col richiesto essendo.doppia di quella de' quadrati del- 
la metà della reCta^ che unisce i punti dati, e delValtra, che 
dal punto medio di questa va al rìcbieslo (jor.^J.JE/.i/) ; sarà 
dato il quadrato di. questa congiimgente; e per conseguenza 
una tal retta (*),ch& sarà raggio della superficiis sferica luogo 
del punto cercata* V E questo yerrà per conseguenza deterniL- 
nato dall' incontro della retta di sito con tale superficie sie- 
rica (pr.7^/*) ; e però due punti soddisferano al problema. 
272. Gas. 2. La differenza de quadrali della congiungeiv* 
io i punti dati col cercalo^ essendo quanto quella de quadrar 
te de' segmenti, ne' quali la retta tra que' punti dati rimane 
di vìsa. dalla peqpendìcobre^ tiratagli dal punto cercato ^ sarà 



[*) Sia il triangolo ACB (/S^.^^) ib cui è data la base AB» e la somm» 
de'quadrati de* lati AC.BC ; e divisa per metà in la base AB» pongasi 
quella somma di quadrati uguale a 2A0xP*' Ed essendo AC+CB^n; 
2A0« +20C'; sarà2A0'+20e=^A0xP,ed0Cf=A0x(P— AO)i 
e però la OC media proporzionale tra Iq AB > P . 

(^*) In questo caso della- superficio sferica ,, la costruzione della, pro^ 
posizione citate y rcndesi oltrcmado facile > ed elementare . 
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però dato un tal punto in quella retta (*) • Ed il ponto cer- 
calo ayrà per suo luogo geometrico il piano , che per quel 
punto determinato nella congiugnente i dati , le si tira per* 
pendicolarmente ; il cui incontro con la retta di sito deter- 
minerà il punto richiesto (j>r.30.) : che sarìi il solo soddi- 
faeente al quesito» 

Pel nuh/ IL 

273. Gas. 1 . Essendo data la somma delle congiugnenti i 
punti dati col richiesto ; è chiaro, che questo abbia per luo- 
go geometrico la superficie della sferoide generata dalF el- 
lisse, il cui asse maggiore è la somma data , e V eccentriettà 
la distanza de' punti dati ; che potrà descriYersi in nn pia- 
no di sito qualunque condotto per que' punti {pr.S.Sez.Can. 
yeoni.lib.IV.). E gì' incontri di tal superficie con la retta di 
sito {pr.74.** ) saranno i due punti soddisfacenti al quesito. 

274.Cas.2. Che se fosse data la differenza delle congiun- 
^enti ; si ^e^à soddisfare al quesito ciascuno de' due punti 
in cui la retta di sito incontra la superficie del conoide iper- 
bolico y generala dall' iperbole , che tiene per asse princi- 
pale la data differenza , e per eccentricità la distanza de' 
punti dati (***). 



(')Nel triangolo kCB[fig. 91 Oessendo daU la AB»ed AC— CB*=P*, 
sari anche P' =AJ)* — DB* = ( AD + DB ) f AD — DB ) . Aduli- 
ne la differenza tra i segmenti AD , DB 8i otterrà per terza proporzio- 
nale in ordine ad AB , e P ; e da essa risulterà assegnato il punto D ; 
che richiedevasi per la costruzione dei problema di qui sopra. 

(**) La costruzione del problema citato , in questo caso » si ottiene 
anche in modo semplice , ed elegante. 

{***) Per tal superficie bisogna intendere quella che Tien generata 
dalle due iperi)oli opposte. E la costruzione per gf incontri con la retta 
yì dìTiene analoga a quella del caso 1. 



Geometria di SHù Ibi 

Peb num'.'' in. 

275. Essendo datoT angolo delle eongiimgeDd ; il luogo 
del suo yertice sarà la superficie generata ioiorno alla retta 
tra' punti dati, dal rhrolgimealo dd segmento di cerclHo de- 
scritto sii questa , capace dell' angolo dato (33. El. iU.). 
E però gì' incontri di tal superficie di rivoluzione y con la 
data retta d sita ( pr^ 74* ) saranno i punti soddis&centi 
al proUema. 

Pbl wjii/ IV. 

276*. Poiché è data la ragione de' due Fati del triangolo , 
elle costituiscesK dalle congiuugenti da assegnarsi ^ e n' è pur 
data la base ; & noto doversi il vertice ài tal triangolo alU 
gare, se la ragione data è di eguaglianza , nella, retta di sito 
perpen^colare a quella tra pnoli dati, nel punta medio di es- 
sa ; se d' ineguaglianza, in un detenninato semicerchio (**). 
E nel primo caso il luogo geometrico del punto cercato nel 
presente problema sarà il piano perpendicolare sdla retta tra' 
punti dati, nel punto medio di essa ; e l' incontro di tal pia- 
no con la retta di sito (pvi, 30.) sarà quel punta , cbe diman- 
dasi *. Neil' altro easo il sarà la superficie sfèrica gienerata 



(^} La c(f6inizionfr io questo easQ vi si rende pari, a biella del n. I. 
casol. 

{**) Sia ACB [ figS2. ] quel trìangolo^i»cui ò^daU k base AB , e ta 
ragion de* lati AC, GB ; è in primo luogo^evidente , che se tal ragione 
sia di eguaglianza il vertice del triangoladebba allogarsi nella perpen- 
dicolare indefinita , che si eleva alla AB ,. dal suo punto, media. 

Che se quella ragione sia di maggiore^ a minore , prolungato il lato 
AC in E, si dividan per metà gli angoli ACB ». BCE per te CD , C D^ ; è 
chiaro , che Y angob DCD^ risulti retto ^ e però il punto C dovrà esir 
Stere nella circonferenza del semicerchio descritto sulla DD' «. Or es- 
sendo AC : CB :: AD : DB :: AD' : D'B (3.9dA El. VI.) ; sarà dato 
ciascun de' punti D , D^, e quindi di grandezza laDD , di cui è dato 
anche il sito , come Tera dato della AB ; e peri* quella risulterà data di 
sito , e di grandezza • 
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dal riYoIgersi quel semicercLio intorno al dianetro , ehe 
eoincide con la retta indefinita tra' punti dai» ^ al quale sarà 
però soddisfacente ciascun de' due punti in dove questa è 
incentrata dalla retta data di sito ( jpV.T^. * ) « 

PROPOSIZIONE XCIV. 

PROBLEMii. 

277. Circoscrivere la sfera ad una data piraioide 
trìaogolare. 

Siene A , B , C , D [ fig-QS-'] i vertici degli angoli della 
dala piramide ; è chiaro , che il centro della sfera cerca- 
ta dovendo essere equidistante da' [Hinti A , B , dovrà es- 
sere allogato nel piano perpendicolare alla AB nel punto 
medio di essa . Similmente , per esser tal centro equidistan- 
te dà' punti A , C , dovrà aver per luogo geometrico quel 
piano perpendicolare alla AC nel punto medio di essa . Fi- 
nalmente , per la stessa ragione , un tal centro dovrà aver 
per luogo geometrico Y altro piano perpeudicolare alla AD 
nel suo punto medio . Or questi tre piani sono dati di silo 
( S8. epr. !i5 ) : quindi sarà anche dato il sito della retta 
in cui due di essi s' intersegano , e 1' incontro di questa col 
terzo di essi piani ^ il quale incontro è il centro della sfera 
cercata . 

Ciò posto , potendosi i piani di projezione prendere ad 
arbitrio , per render più agevole la costruzione grafica del 
problema , prendasi per piano orizzontale \ una delle facce 
ABC della piramide , e sopra di esso sia projettato in d il 
vertice D dell' angolo , che gli è opposto , e congiungasi 



(*) La costruzione in questo caso è a dirittura come quella del n. L 
cas. 1. 
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la Ai 9 eui si tiri una qualunque parallela LM , per la qua- 
le si concepisca passare il piano di projezione Ycrticale ; ca- 
dranno le proiezioni Terticali de' punii A , B , C nella LM 
in A^ , B' , C , e quella del punto D cadrà in un punto (F 
della perpendicolare d Wd" ad essa LM . 

Or , si bisechino le AB , AG , e da' loro punti medj e , 
f le si erìgano ^ nel piano ABC , le perpendicolari eg^ fg ; 
saranno queste le tracce orizzontali di due piani verticali 
perpendicolari ad esse AB , AG ne' loro punti medj : e do- 
Tendo il centro della sfera cercata trovarsi nell' intersezione 
di questi piani , eh' è perpendicolare in g al piano ABG ; 
sarà perciò g la projezione orizzontale di tal centro . 

Ma dovendo essere , a cagione della posizione data al 
piano verticale , la AD parallela alla sua projezione verti* 
cale AV; il piano perpendicolare alla AD nel suo punto 
medio , lo dovrà essere anche al piano verticale , e passa- 
re con la sua traccia pel ponto h' medio della k^d^ ; sarà 
perciò questa traccia dinotata dalla perpendicolare g^h^ , ti- 
rata per h' alla A^d^ . E dovendo il centro cercato esistere 
in esso piano ; dovrà la projezione verticale sua cadere nel- 
la h^g^: sarà dunque questa il punto g^yOYe la perpendicolare 
gG^g^ yàsig abbassata sulla LM , incontra essa lig' . Final- 
mente , essendo A^ , A^g' le projezioni definite del raggiò 
della sfera, è chiaro , che se prendasi su la LM , dal ponto 
G^, la G^F^ uguale alla A^, congiunta la g^'E^ , sarà questa 
quanto un tal raggio, 

278. Scoi .1. Risultando dall' analisi del preeedente pro- 
blema , che r intersezione de' piani per le eg ^ fg ^ per- 
pendicolari al piano ABC , sia la perpendicolare elevata- 
gli dal punto g centro del cerchio circoscritto al triangolo 
ABG y si vede , che la costruzione recata riducasi alla qui 
appresso . ^ 

Circoscrivasi il jcerchio al triangolo ABG , e dal suo cen- 
tro g sì elevi al piano del triangolo la perpendicolare , le 



470 Geometria di Sio "^^ 

cui projezioDi saranno il punto 9 , e la perpendicolare Q/^ 
alla LM : V incontro di quella perpendicolare col piano nor- 
male alla AD nel suo punto medio^ sarà il centro delU sfeni 
«cercata. 

279.ScoL.2.È facile a rilevarsi» che T analisi geometrica 
del precedente problema , sia una modificazione dell' anali- 
si geometrica dell' altro recato nella prop.70. 

PROPOSIZIONE XCV. 

raoBLEiiA. 

a8o. Iscrivere la sfera in una piramide triaogp* 
lare data. 

Prendasi » come nel problema precedente , per piano o- 
rìzzontale la base della piramide data, e fatti passare pe' tre 
lati di tal base altrettanti piani, che le sieno inclinati ad an- 
goli, ciascuno quanto la meta di quello in cui le sono inclinate 
le corrispondenti facce di essa piramide (fir.J2^,J26,en,y05); 
dovrk il centro della sfera cercata esistere , in ognuno di 
questi piani ; che perciò esso si esibirà determinando IIa- 
tersezione de' suddetti piani , che lo contengono (pr.J28«)« 
Ma la costruzione grafica della precedente analisi del 
problema può con più eleganza ottenersi nd modo qui ap- 
presso indicato . 

Sieno a^ a' [ fig. 94. ] le projezioni del vertice ddla pi- 
ramide proposta, e BGD la sua base y la quale prendasi per 
piano di projezione orizzontale • Si abbassi da a su di un 
lato BC la perpendicolare a A, e troncata su la LM, dal pun- 
to À% la A'H^ uguale alla aA , si uniscala a^W ; sarà l'an- 
golo k'Wa uguale all' altro A ha , cioè all' inclinazione dd- 
la faccia della piramide , che passa per BC , alla sua base 
BCD : e bisecando l'angolo A'HV con la HT; sarà il pan- 
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to p^ 9 ove questa IMf incontra la AV , la projezione yer- 
ticale di quello dove l' altezza Àa della piramide è incontra- 
ta dal piano,che biseca l'angolo^ che il piano ABC compren- 
de con la base BCD della piramide. Quel tal piano potrà 
dunque esibirsi . £ nel modo stesso si potrà anche esibire 
ciascuno d^li altri due in cui esiste il centro cercato ; che 
perciò questo resterà agevolmente determinato adoperandovi 
la costruzione della prop.28. 

LEMMA. 

281 • Le tre rette che congiungono i punti corrispondenti 
delle scambievoli intersezioni di tre cerchi ^ o concorrono in tilt 
medesimo punto , o pur sono parallele tra loro. 

CA8.1.SienoEFG,IGH,HIE [fig.95.n.i.eX\ ì tre cerchi 
ebe alntersegano ne'punti F, E ; G, K ; H, I, e congiunte le 
GK, £F , queste si taglino in a : dico che V altra retta IH 
debba anche incontrarsi con le precedenti due in a. 

Imperocché si unisca la la , e questa^ s* è possibile, non 
passi per H ; ma inters^hi il cerchio GHI in S, e l'altro EFH 
n R > saranno uguali i rettangoli Rai , EaF delle parti del- 
le corde RI, EF del cerchio HIE . Ma il rettangolo EaF è 
uguale alF altro Ga K, essendo le FÉ , KG corde dello stes- 
so cerchio GKE ; e questo rettangolo G a K è finalmente u- 
guale air altro Sa Imperché GK, ed IS sono corde del mede- 
simo cerchio GKH • Dunque sarà il rettangolo Bai uguale 
all'altro Sai ; e perciò aS uguale ad nR : il che essendo 
impossibile , dovrìi la HI passare necessariamente per a. 

CAa.2.Che se la GK suppongasi parallela alla Hl[^.d6], 
dovrà anche la FÉ esser parallela ad entrambe.Poichè se la 
FÉ incontrasse la GK in a , congiunta la al , si dimostrerà 
come nel cas.l ., che questa non possa inters^are i due cer- 
chi GHI , HFF in due punti diversi , ma che debba passa* 
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re per H . Adunque la HI Don sarebbe peralìela alla GK y 
come si è supposto ; che perciò la FÉ doTrà esser necessa- 
riamente parallela alla GK. 

282. Cor. 1. £ facile a rileyarsi , dalla precedente di- 
mostrazione , quest' altra verità , .cioè , che : 

Se netta linea retta FÉ \fig.95 n.i e 22, che unisce i punii. 
£ intersezione F j E de due cerchi FGEy HIE, sipgfenda un 
punto a ad arbìtrio , dal quale si tirino a f uè' due cerchi le 
eorde GK , IH ;per gU estremi GyKyljH di queste dovrà pass^ 
sare un cerchio • 

Imperocché è chiaro, che 1 rettangoli GaK, laH sono u- 
guali tra loro , essendo ciascun di essi uguale al rettangoir 
Io K aF . 

283. CoR.2. Inoltre si rileva anche chiaramente^ che se fa 
GK [ flg.96. ] si bisechi in Y , dal qual punto si elevi a<t 
essa la perpendicolare ; questa dovrà passare pe' centri B,G 
de' due cerchi GFK^ GHI, che intersegansi. E per la stes- 
sa ragìone^se la HI si divida per meta in Z, d'onde le si ele- 
vi la perpendicolare ; questa dovrà passare pe' centri C/D 
de' centri GHK , HEF , che anche s' intersegano . Laonde 
se le GK , HI suppopgansi parallele , le GB , CD , che so- 
no le perpendicolari condotte ad esse dallo stQsso punto C , 
dovranno formare una sola retta ; e perciò ; 

Se risultino paraltclc le congiungeiUi le intersesioni rispet-- 
tive di tre cerchi ; i toro centri giaceranno in una medesima 
linea retta • Ed al contrario. 

284. ScoL. Dalla precedente dimostrazione derivano £l- 
cilmentc i due teoremi , che recansi qui appressò . 

TEOREMA. I. 

285. Se tre sfere s intersegano scamBicoohnente , i pic^ 
ni d£ cerchi in cui s* incontrano , due a due , dovranno 
concorrere in una medesima retta perpendicolare al 'piano 
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€he pa$sa pé cent/ri di esse sfere , o pure esser parallele 
ira loro. 

Imperoccliè sieno GKH, HEF, GKÉ [fig.95.n.i,e3^ i tre 
cerchi generatori delle sfere proposte , segnati nel piano 
che passa pe' centri G ^ D , B di queste ; e congiunti i pun- 
ti corrispondenti delle intersezioni di tali cerchi , queste 
conginngenti concorrano primieramente in a . È chiaro che 
nel rÌTolgersi i cerchi GIH , HIE intorno a' loro diametri 
coincidenti colk CD , eh' è la congiungente i loro centri , 
per generar due delle proposte sfere , la retta IZ , eh' à 
perpendicolare alla CD , descriTcrà quel cerchio , eh' è 
l'intersezione di tali sfere , il cui piano sarà perpendicolare 
al piano BCD • Similmente riyolgendosi i cerchi HIE , EKG 
intomo a que' loro diametri , che coincidono con la congiun*- 
gente BD de' loro centri ; le sfere da essi generate s' inter- 
segheranno nel cerchio , che ayrà per diametro la FÉ per« 
pendicolare alla BD , ed il cui piano sarà pure perpendico- 
lare al piano BCD . Ed in simil guisa si ve drà y che la sfera 
generata dal cerchio EKG , e 1' altra descritta dal cerchio 
GKH s' intreseghino nel cerchio descritto dalla GY , il cui 
piano è perpendicolare al piano CBD . Or i diametri GK y 
HI y F£ di questi tre cerchi s' intersegano in a , ed i loro 
piani sono perpendicolari allo stesso piano BCD • Adunque 
essi cerchi si dovranno intersegare in una retta perpendicola^ 
re in a al piano BCD. 

Che se le rette GK , HI , FÉ [ flg.96. ] fossero risultate 
parallele tra loro ; in tal caso i cerchi d' intersezione delle 
proposte sfere , avendo per loro diametri rispettivi queste 
rette , ed i loro piani essendo normali alla stessa retta BCD^ 
dovranno esser anche paralleli tra loro« 



174 Geometria di Stia 

TEOEBBA II. 

286. Tre siqferfleie sferiche y le quali non abbiano i loro cen^ 
tri in linea retta y se interseghinsi scambievolmenie ^ awtumo 
due soli punii di connine* 

Sìeno , come poc'anzi , GKH , HFE , GKE lfig.95.nJ.J 
i cerchi generatori delle tre sfere proposte, segnati nel piano 
che passa pe'centri di esse^ e conginngansi i punti corrispoiH 
denti delle intersezioni di questi cerchi con le GK, IH^ EF: 
dovranno queste necessariamente concorrere in ano stesso 
punto a(lem.pr.yVet lo che essendo uguali i rettangoli GaK, 
laH^ EaF; doyrà a'tre cerchi dlntersezione corrispmidere , 
per lo punto a comune a' loro diametri , una stessa semior^ 
dìnata, la quale sarà perpendicolare al piano BGD (ieor.4) : 
quindi le loro semicirconferenze , che sono al di sopra del 
piano BGD , dovendo passare tutte tre per Testremo dì que- 
sta semiordinata , verranno ad avere un punto di comune ; 
ed un altro ne avranno quelle, che restano dalla parte di sot- 
to dello stesso piano BGD : ond' è che queste tre circonfe- 
renze s' intersegheranno scambievolmente in due punti , e 
perciò anche in questi due punti s' intersegheranno scambio* 
Tolmente le superficie delle tre sfere proposte. 

Ed è manifesto , che se il punto a di concorso delle cordi 
GK, IH , EF cadesse nel loro prolungamento [fig.95.n.^ ^ 
e però al di fuori de' cerchi GKH, HFE, GKE ; le superficie 
sferiche intersegantisi non avranno que' due punti comuiv 
a tutte tre esse « 
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PROPOSIZIONE XCVI. 



PROBLEMA. 



287. lanna piramide triangolare dati i suoi sei 
Iati ^ esibire Taltezza del vertice di ciascan suo an- 
golo sul piano opposto, ed il punto ove questo è in- 
contrato da quella perpendicolare • 

U triangolo BCD [ flg.95.n.i. ] rappresenti la base della 
proposta piramide^ ed il vertice di essa ; si vuol esibire il 
pnDto a ove la perpendicolare Oa abbassata da sai piano 
opposto BCD incontra un tal pianole di piìi la grandezza di 
tal perpendicolare. 

COHHMIZIONE GEOHBTRICA. 

Co' centri B 9 C , I) , e co' raggi » ^ fi ^y ngaali respet- 
tiramente a' tre rimanenti lati della piramide proposta si de- 
scrivano i tre cerchi KEG ^ HKG , HIE , i quali s' interse- 
ghino scambievolmente ne'pnnti E,F;I,H;K,G,esi 
uniscano le EF, GK , IH ; che si dovranno intersegare nel 
ponto a (lem.pree.)^ il quale saie qnello ove la perpendico- 
lare cercata incontra il piano BCD .E tal perpendicolare sarh 
quanto la media proporzionale a ritrovata tra G a^ed a K. 

Imperocché congiunta la Ba^sara BO' = 0a*-|-aB*=GaK 
+aY'+BY»=KY"+BY-=:BK-: quindi sarà BO=BK t=: », 
e così dimostrando^ che CO sia quanto /3, DO quanto r ; sa- 
rà perciò il punto il vertice della piramide proposta , ed 
Oa la sua altezza. 

28S. Scoi.. Un tal [voUema offire , per mezzo dell' inter* 
sezione di tre superGcie sferiche costruita in modo geome- 
trico , una terza soluzione assiu elegante del problema di : 
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Descrivere una sfera di dato raggio ^ che ne tocchi tre al* 
ire date di silo , e di grandezza , 
di cui le altre due furono esibite nella prop. 71. 

Offre inoltre aneor quella di : 

Determinare un punto nello spazio^ date le distanze di esse 
da tre altri punii di sito. 

PROPOSIZIONE XCVII. 

PROBLEMA • 

389. Assegnare quel punto, che congiunto con 
tre altri dati, sia una delle congi ungenti a ciascuna 
delle altre due in ragioni date. 

290.Part.1. Suppongasi primieramente, che il punto cer- 
cato debba esistere nel piano stesso de' tre dati , B , C , D 
[ fig* ^^* ] , e sia esso il punto a , e congiunte le a B, aDj 
aC , sia aB : aD :: min, cdaB : aC :: m : r. 

Essendo dati i punti B , C , e data pur la ragione di Ha 
ad a G ; il punto a si apparterrà ad una retta di sito , o 
ad una data circonferenza di cerchio , col centro dato in na 
punto della BC ; secondo che quella ragione sia di ugua- 
glianza, o di inegualità (not.al nJF.pr.93).lEt similmente per 
esser dati i punti B,D, e la ragione di Ba ad aD, il punto a 
si apparterrà ad un altra retta di sito , o ad una circonfereu' 
za di cerchio data , col centro in un punto dato della BD . 
E però dall' intersezione di tali luoghi risulterà il punto ri- 
chiesto a. 

291.PART.2.Che se il punto cercato lichieggasi fuori del 
piano de punti dati BCD, cioè che vogliasi : 

Determinare il vertice della piramide triangolare 
dati i lati della base BCD , e quelli al vertice A 
[Jig. 980 essendo in date ragioni. 
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Nel piano del triangolo BGD si assegnino i luoghi geome- 
trici rispettivi di que' ponti , che dieno , per la 6G , la BA 
ad AC in data ragione , per la BD , la BA ad AD in data 
ragione , e similmente per la CD . É chiaro , che tali Inoghi, 
che secondo la qualità di quelle ragioni potranno essere ret- 
te , o semicirconferenze ( noLal n.IV.pr.93* ) , si concepi- 
scano rìTolgersi circolarmente intorno ad esse BG, BD, GD , 
prese per assi , genereranno que' piani , e quelle superficie 
sferiche , le quali saranno i luoghi corrispondenti del pun- 
to A nello spazio ; che rimarrà però determinato dalla loro 
intersezione scamhieTole , quando questa , per la natura de' 
dati del problema abbia luogo. 

Ed è facile rilevare , che rimarrà indeterminato il proble- 
ma : T Se le ragioni de' lati AB , AG , AD sieno di egua- 
glianza ; risultando sol nota la retta in cui è allogato cia- 
scun punto, che tì soddisfo , cioè la perpendicolare al pia- 
no BGD , dal centro del cerchio circoscritlibile a questo 
triangolo : IF Che dovendo risultare il punto A dall' ioietse- 
zione di due superficie sferiche , e da quella di un piano , 
che sono le locali nel caso di una sola di quelle ragioni di 
eguaglianza , e le altre due per conseguenza uguali tra 
loro , rimarrà indeterminato , quando la traccia di tal pia- 
no su quello del triangolo BGD non incontri la congiun- 
gente i punti d' intersezione de' cerchi generatori delle sfe- 
re , i quali sono sul medesimo piano BGD , tra que' punti. 
Iir. finalmente , nel caso più generale , che quel punto 
risulti dall' intersezione di tre superficie sferiche, se le con- 
giungenti i punti d' intersezione de' loro cerchi generatori , 
nel piano del triangolo BGD, conyerranno nel loro prolun- 
gamento • 

E quando nel IF, e IIF caso il problema risulti possibi- 
le , quel punto d' intersezione darà nel piano del triangolo 
BCD, il piede dell'altezza della piramide, stabilendone il si- 
to di questa ; e la ana grandezza si otterrà nel modo asse- 
gnato nel n. 286. 12 



178 Geometria di Sitò 

PROPOSIZIONE XCli. 

PROBLEMA. 

291. Esibire il vertice dì una piramide triangola-» 
re , dati i lati della base , e gli angoli compresi 
dalla sua altezza co' lati dell' angolo verticale • 

Dal punto a {flg.98.]^oye laltezza della proposta pirami- 
de ÌDContra la base, s' intendano tirate a' vertici degli angoli 
B , C , D di questa le rette aB , aC , aD ; risulteranno 
dati di specie i triangoli BaA , CaÀ , DaÀ , còme qnel- 
li che , oltre all' angolo retto^ hanno un angolo dato . Quin- 
di sarà data la ragione , che ciascuna di esse tre rette serba 
alla a A stessa ; e per conseguenza quella dell' una di esse 
air altra • 

Se dunque determinisi il punto a, d'onde tirate a punti da- 
ti B, C^ D le rette aB , aC, aD^ queste sieno nelle ragioni 
date ( pr. 97. part.L ) y si avrà il punto a , ove V altezza 
della piramide proposta incontra la base. E rìtroTando in or- 
dine a'termbi della ragione data^ che una delle tre rette Ba^ 
Ca, D a, la Ba, per esempio , serba alla ak , ed alla stessa 
Ba la quarta proporzionale ; avrassi Y altezza Aa. Si è dun- 
que determinato il sito del Tertice della piramide proposta 
(pr.H.). 

Si potrebbe anche esibire V altezza di tal picamide nel se- 
guente modo , cioè . Determinato come poc' anzi il ponto a 
[ flg'94. ], eh' è la projezione del vertice di essa sul piano 
della base , il quale prendasi per quello di projezione oriz- 
zontale , si abbassi da a sulla LM la perpendicolare inde- 
finita aA V; e preso sulla stessa LM, dal punto A', la A'B^ 
uguale alla B a, si constituisca al punto B' della B'A^ l'ango- 
lo A^B'a' uguale al dato aBA^ nella fig.98 , il quale è com- 
plemento dell' angolo BAa ; il punto a' sarà 1' altra proje- 
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zione del yertice della piramide proposta : e la retta AJa' 
dinoterà l' altezza di essa. 

293. ScoL. Il precedente problema si è qui recato ^ non 
solamente perchè (a, serie con quelli considerali da' moderni 
geometri per la piramide triangolare ; ma ancora perchè dal 
Monge , e da altri geometri descrittivi francesi , costruisce- 
si per mezzo delle intersezioni di tre superficie coniche . 
Il qual modo di risolverlo era assolutamente da tralasciar- 
si , non solo per la sua complicata costruzione , per nul- 
la comparabile alla semplicissima , ed elementare , che se 
n' è recata ; ma ancora per evitare una inutile discussione 
delle soluzioni appaienti , a' quali quel modo di risolverlo 
dà luogo , per Y improprietà delle locali , che tì si adoprano 
a costruirlo. 

PROPOSIZIONE C. 

PROBLEMA. 

3g4« Dati in una piramide triangolare i lati del- 
la base 9 ed i tre angoli al vertice di essa ^ costruire 
questo punto ^ cioè , esibirne la projezione ^ e l'al- 
tezza sul piano della base della piramide. 

■ • 

SOLUZIONE GRAFICA 

ANALISI GEOMETRICA 

295.IUferendo il Tertice À,che tuoI esibirsi nella piramide 
KBCD[fig.98.']^ alla sua base BCD presa come piano di si 
to , nel quale è data la posizione del triangolo BCD ; è evi- 
dente, che nel triangolo BAD^ essendo dato Y angolo BAD, 
e'I lato BD, che gli è opposto, il punto A, se fosse in un pia* 
DO qualunque condotto per la BD, si appartereebbe alla cir- 
conferenza del cerchio descritta in esso sulla BD , capiente 
V angolo dato BAD (2Ì.EIJII ) ; e ritrovandosi nello spazio 



.» 
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lìebba avwe per suo luogo geometrico la saperficie generata 
da tal circonfereoza rivolgendosi dintorno alla sna corda BD. 
Similmente, per esser dato, nel triangolo BAC il Iato BC, 
€ l'angolo opposto BÀC, il punto À si apparterrebbe alla sa- 
perficie di rivoluzione generata dal segmento di cerchio de- 
scritto sulla corda BC , capiente V angolo dato ad essa op- 
posto BÀC . 
E lo stesso pel lato CD , e 1 suo angolo opposto CAD, 
Laonde il vertice A risulterà dati' intersezione di queste 
tre superficie di rivoluzione , o sia sarà l'un de' punti ad 
esse comune, ti però costruendo graficamente l' intersezione 
di una di tali superficie di rivoluzione con ciascuna delle al- 
tre due (pr.87.cas.i.) ; i punti ove s'intersegheranno le pro^ 
jezioni rispettive di tali intersezioni, nel piano di sito del tri- 
angolo BCDy preso per l' orizzontale di projezione (*),daran- 
no le projezioni orizzontali di tante piramidi della base 6CD, 
e col vertice in uno di que' punti d' intersezione, quante ne 
può offrire il problema proposto ; e però i piedi rispettivi 
^ delle loro altezze. E le intersezioni verticali di quelle proje-» 
lioniy esibiranno le altrettante projezioni verticali del verti- 
ce di quelle piramidi ; e quindi le rispettive altezte di esse • 

DETEBMINAZIONE. 

296.S' indichino con P , Q , 'R[flg.99.} i segmenti di cer- 
chio BFD , BGG , CED descritti sulle BD , BC , CD capaci 
de' corrispondenti angoli dati al vertice A della piramide ; e 
come che ciascun di essi ne porta seco , con le stesse condi- 
zioni, il segmento supplementale , cioè il rimanente segmento 
di cerchio su la stessa corda ; e che rivolgendosi dintorno 
alla corda corrispondente l'uno, vi si rivolge ancora Y altro} 



(*) Per maggiormente agevolare tal costruzione grafica, starà bene, 
che r un delati del triangolo base della piramide, pongasi in sito da es- 
ser perpendicolare alla comune sezione de' piani di projexione. 
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pelò i; casi dì questo problema Tecran dinotati dsdle combi- 
Wzioni diverse di tali sei segmenti a tre a. tc:e ; e quindi ri- 
sulterebbero al numero di venti. 

Or indicando con p,^ q ^rì rispettivi segmenti supplemen- 
tali BfD , B^G , GeD degli altri P , Q , R ^ le suddette 
combinazioni di tutti essi* , scanno lo seguenti 

t P. Q, R Q. R; p Pi R, q P. & r 

M. p. qf t? ^> n P p. n Q p, q, R 

III. P, Q. p P, Q. 7 Q, R, % Q, R. r V. %p P; R. i: 

lY. p, j, P Pk fi'. Q ?i r, r j, r^ R p, n P ?. r, R 

Ma di queste è evidente , ette debbano ricettarsi le sei n.III 
e le sei n. IV ; poiché è impossibile V intersezione di un 
semento col suo supplementale(y0.£/ J7/.), e quindi quelle 
delle superficie-di' rivoluzione da essi generate , girando in- 
torno alla corda comune ; sicehè- non rimarranno a risolve' 
n il problema y che le prime otto, segnate da' num.I. II. E 
però il problema proposto è generalmente suscettivo di otto 
soluzioni diverse , corrispondenti ciascuna a ciascuna delle 
combinazioni di segmenti* di cerchio descritti su'lati BD,BG, 
CD del triangolo BCD, co'rispettivi angoli- in essi compresi. 
Or riflettendo^ che ciascuna delle quattro n. I. corrispon- 
de identicamenle alla rispettiva nel n. II., o sia , che ne trae 
' per conseguenza l'altra, come la P, Q, R con la p, 9, r , la 
Q , R , j> con la 9 9 r , P, e cosi delle altre; sarìi facile con- 
chiuderne^ che la vera , e necessaria ricerca del problema ri- 
ducasi a sole quattro soluzioni diverse : su di che verrà piU 
particolarmente ragionato nello scolio qu^ appresso ;- e però 
ohe debba la natura , ed il grado di esso- limitarsi al quarto, 
ed esser quindi costruibile con la combiucizione di due cor- 



(^] L' eseeutione graS<;a della costruzione^ indlpata. nel precedente 
probleraa.potrà vedersi eseguita con eleganza, e precàioue di disegaoi^ 
nel Supplemento L del sig. Uachette. 
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se il quadrato di KP y e per altezza la stessa T , ossia come 
il rettangolo di KM in Y al quadrato di KF ; e cooipiii i 
parallelogrammi RK , PX y sarà H ad I , come il rettangolo 
di UD in y al quadrato di DX ; e perciò il ponto D saia 
ad una parabola. 

Ma n' è ancora alla data circonferenza del cerchio ADB 
Dunque un tal punto sarà dato. 

SOLUZIONE MECCANICA DEL PROBLEMA STESSO. 

298. Si costruisca con 1' ajuto di una scala geometrica nn 
triangolo bcd {fig-iOi) simile a quello^ che risulta dal con- 
giungente i tre punti dati, che sono i vertici della base del- 
la piramide proposta ; e costruito un' angolo solido A co' 
tre angoli dati al vertice A di tal piramide ; si vada adattan- 
do quel triangolo cbd dentro a quest' angolo in modo , che 
i vertici b^ e, d degli angoli suoi corrispondano a que' lati 
dell' angolo A, che sono ad essi rispettivi : è manifesto, che 
quando si sarà pervenuto a &r cadere i punti b , Cy d sui 
lati dell' angolo A ; dovranno le Ai, A e , Xd , che resta- 
no in tal modo determinate , esprimere in parti della stessa 
scala i lati della piramide proposta , cioè le tre rette , che 
dal punto cercato vanno a' tre punti di sito • 

Ciò premesso, se dal vertice A si abbassino sulle basi bcy 
de de' due triangoli dati b\e y bAd le perpendicolari he j 
A/*, e poi da' punti e y f si elevino alle stesse , nel piano 
bcd y le perpendicolvre e a, /a ; congiunta la Aa, sarà que- 
sta , come facilmente si comprende , V altezza della pirami- 
de kbdc determinata di grandezza, e di sito, dalla quale sa- 
rà facile ricavare , per mezzo della scala stabilita , la gran- 
dezza , e 1 sito di quella della piramide proposta | cioè la 
posizione del punto cercato . 
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SCOLIO. 

299. Questo &mo80 problema , che a tanta yarieth di o« 
pinioni ha dato luogo per la sua natura , fin da che V in- 
signe Lagrange il promosse negli jàiU di Berlino y per t oti- 
no 4773 9 merita per tal liguardo uno speciale esame , che 
risulterà di grandissimo Tantaggio alla scienza geometrica,per 
r inTCstigazione delle effettiTe soluzioni costituenti la natura 
di un problema. Ed essendo stato alla fine trattato in nostra 
scnola , ed elegantemente risoluto per le pure tìc geome- 
triche dallo Scorza , come si è yeduto , e dal Bruno de- 
dotto come un caso particolare dall' altro di : adattare un 
triangolo dato di specie , comoi vertici , tra un punto dar 
io ^ e due rette comunque date di sito nello spazio ; da che 
sono deriTate importanti ricerche sul medesimo con V ana« 
lisi moderna , ho però creduto couTcniente compierne no 
lavoro connesso , e speciale, che formerà il vol.V. degli 0- 
puscoU matematici , come mi troTo ayer annunziato nel pro- 
spetto di essi* Ma intanto ad evitare gli equivoci ; che pò* 
trebberò intrudersi nelle menti de' giovani, che s'imbattessero 
a leggerlo^ nella prima edizione deX\h Geometrie discretive del 
Monge (on./797), o nella seconda con supplementi dell' 
Hachette {an.iSii^ e Ì8i8) y o in quella dal Lacroix ( on. 
4796 , e seg. per le altre ) , o in tante altre trattazioni di 
esse , è necessario , che qualche cosa qui si accenni de' rì- 
sultamenti a' quali daranno luogo le considerazioni piìi par- 
ticolari , che vedransi nel voi. suddetto di Opuscoli . 

£ prima l' illustre Monge, attenendosi alle semplice consi- 
derazione del grado di ciascuna di quelle superficie di /ivo* 
luzione, per le intersezioni delle quali il costruiva , ascen- 
dendo l'equazione per ognuna di esse al quarto , ne concbiu- 
se essere il problema di 64"* grado • Ma ciò non era un difet- 
to della scienza geometrica ; sì bene dell' aver adoperato a 
risolverlo mezzi assai superiori a quelli , che regolarmente 
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si richiede. Che certamente se a risoWere un problema pia- 
no si adoperi una curva conica , o anche se Togliasi nna 
carva meccanica , non però il problema diverrà solido , o 
trascendente • 

Né quest' uomo illustre , cui la scienza analitico^eomo- 
trica or tanto deve , avverti la soluzione algebrica acceuiata 
dal Lagrange^ in una delle sue lezioni alle Ecoles narmaksy 
ove contemporaneamente ancor egli ìnsegnava,come dovè Ciré 
il LacroiX; il quale nel suo Essais de Geometrie sur les planSy 
et Ics surfaccs eourbes ( an.1795 ) notò^ sebbene con impro- 
prietà geometrica,che: ce probléme est en general du kuitiém» 
degré: onpeut cependant dans sa constructionreduire le nam* 
Ire des solviions a quatre . Ma dopo che ebbi ^ ne' miei Eie- 
niénii di Geometria descrittiva^ rilevati, nel modo esposto pre- 
cedentemente (n. 296), siffatti casi, vi rivenne ancora il dot- 
to, e laborioso geometra Hachette, facendo ogni sforzo, per 
provare, che tal problema ammetta 1 6 soluzioni ; e volendo 
ricavare ciò dal fatto,valeDdosi di un' esatta costruzione grafia 
ca deiranalisi recataci dal Monge, ch'è la prima nostra, e che 
né pure gli dava costantemente un tal numero di punti y se- 
condo la diversa grandezza, e posizione de'dati da^ quali par- 
tiva per eseguirla (*)• Ed è facile accorgersi ^ che un tal ele- 
vamento di soluzioni^e que'puDti,cherHachette trovava sod- 
disfarvi,non erano,che il raddoppiamento della soluzione del 
problema, eseguendola al di sopra , ed al di sotto del piano 
della base del triangolo , preso come piano di sito da riferirvi 
la costruzione di esso : a che se dovesse riguardarsi, al certo 
che ogni problema di Geometria elementare costruito col 
cerchio avrebbe non due , sì ben quattro soluzioni diverse ; 
donde tutta la scienza geomelrica perla natura de' problemi 
rimarrebbe conturbata. Né tampoco quelle otto combinazioni 

^^gg* 1a 3« edizione della Giomélrie descriptive del Monge , ed i 
Supplementi ad essa ( an. 1811 , e 1818. ) 
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\, che ne' n.I.^II. della determinazione (n.296) sonosi 
recate, presentano otto solusioni del problema , sicché po- 
tesse ayer luogo l'espressione del Lacroix, che quel proble-- 
ma sia in generale deW ottavo grado ; poiché la metà di 
esse essendo conseguenza dell' altra , non costitnisce solu- 
zioni dÌTcrse , né entra a parte del grado di esso : mentre 
il yertice A della piramide risultante dagli angoli ne'segmen- 
ti P, Q, R, e quello a dell' altra con gli angoli ne' segmenti 
supplementali p, ^ , r, non costituiscono , che una sola so- 
luzione , risultando necessariamente 1' una per conseguen- 
za dell! altra , come per l' appunto non sono due diverse so- 
luzioni del problema di : costituire ad un punto dato in una 
retta data un angolo uguale ad un dato , V angolo assegna- 
to , o il suo conseguente ; né per la costituzione dell' ango- 
lo solido con tre angoli piani dati , sono soluzioni distinte 
quelle , che risultano per conseguenza da ciascuno de'tre an- 
goli dati, ed i conseguenti degli altri due; il che se fosse un 
tal problema piano si troverebbe cambiar di natura • 

£ ben ciò indicavano le stesse costruzioni grafiche , per 
tal problema fatte con tanta diligenza eseguire dall' Hachetr 
te , e sulle quali egli tanto ben ragiona , nel descrivere le 
tavole G , D del suo V. supplemento , ove al'n. 127 rileva , 
che : » les nappes extérieures d^ une pari , et les nappes tn- 
»> térieures ^ de F autre , se coupent svivanl une branche de 
» courbe fermie^ doni les projections peuvent itre engendrées 
» ^ un mouvement contìnue par un point mobile. Il en est de 
^ mime de la branche de courbe qui resuUe de la combinaison 
'x> dela nappe extérieure , ou intérieure de V une des surfor 
»> ces 9 avec la nappe intérieure ou extérieure de V aulie sur^ 
» face. Ces deuic combinaison donnent une seule courbe , qu^un 
»> point mobile peut suivre sans disconlinuiti 

E dal fin qui esposto , a tal riguardo , dovrìi conchiuder* 
si y che quella costruzione grafica , con tanto studio fatta e- 
s^uire dall' Hachette , non presenti altro vantaggio , che 
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qsello di dare ìe disegno ad un tratto tatt' i punti soddisCi- 
centi al problema, tanto sopra^ che sotto la base ddla pira- 
mide , e non solo per le soluzioni principali , ma ancora per 
le conseguenze di esse • 

La soluzione meccanica , che in ultimo si \ede data ad un 
tal problema (2b8) Tè stata ad oggetto «ti ricordare un modo, 
che tennero gli antichi in rieolTere que' problemi , che e- 
rano di un uso pratico ; di che ce ne ha serbato Pappo un 
esempio , nella soluzione di Erone del problema delle dna 
medie proporzionali, dandola come maxime ad manunum cper 
miiones aamodaia jOs qui arcMUcli esse voluni (*). Da che 
Tedesi , non a^er que' nostri saggi , ed accorti maestri , che 
tanto apprezzavano la puritk della Geometria, abbonito dal 
ric<Nrrere ancora a questo mezzo per V infenione in essa ; e 
trame quindi noi consiglio di non diapre^'<»ame alcuno , per 
imperfetto , che il credessimo, che all' uopo potrà troTarsi 
atto a recarne alcun ▼anta^o^ 

Ma questa commutazione di forma del problema sulla pi- 
lamide , di cui trattiamo, è ancor atta a presentarne facil- 
mente la natura di esso , dando agevolmente requazione ad 
quarto grado per la sua soluziono,prendendòTÌ le indetermi- 
nate su due tSlfH deir angolo sdido, dal yertice di esso, come 
potranno , per loro esercizio , ben vedere i giovani. E le so- 
luzioni diverse di cui è suscettivo sarebbero per V appunto 
quelle , che risultano dagli angoli A, B^ G comprendenti il 
proposto , e da ciascun di questi combinato co' consegui&nti 
degli altri due ; ad ognun de' quali angoli solidi corrisponde- 
rebbe per base un triangolo simile al dato , per un punto 
comune preso in uno stesso lato , e per un sììxo de' quattro , 
corrispondenti alle radici dell' equazione al problema ; e da 
quel verso del vertice stesso, che ne indica il segno rispetti- 
vo di esse • 

(') Di ^tal modo sono ancora quello di Eratostene , e dello stesso 
Pappo. 
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Da che risolu ayer su tal proposito equivocato Y illastre 
professore Hachette ìd conchiiHlere il secondo articolo del- 
la sua elaboratissima memoria : Solution algibriqae éCun prò* 
lléme de Geometrie a trois dhnensioM (^) in continuazione a 
quella del nostro professore Bmno^ di sopra accennata , col 
dire » 9t> Il est doac démontré , que si \ on donne une pyra- 
» , mide trìangulaire, et un point sur 1' une dea trois cotes de 
» cette pyramide ^ cn peni cn general menerpar ce point y 
» kuit plans f tit eoupenU la pyramde suivant un triangU 
4> cf une sinalikide donnée^ 

Ma di tutto ciò , che Tedesi qui accennato , ci serbiamo a 
ragionar piìi estesamente nel toI.Y d^Ii Opuscoli matematici 
come abbiamo promesso; da che molta luce si spanderà sul- 
la natura de' problemi, e la loro determinazione , ch'è l'og- 
getto cui mirano principalmente tutti que' lavori, che in es- 
si pubblicheransi. 



f ) Atti della R. A. delle Seienza di Napoli yoI.Ii!. 
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PROPOSIZIONE CI. 



PftOELEKA. 

3oo. Dividere nna piramide triangolare in quat- 
tro altre piramidi triangolari^ le qaali abbiano per 
basi le facce delle piramide data ^ e per vertice uno 
stesso punto dentro di qnesta j e che serbinsi tra 
loro rispettivamente ragioni date. 

ANALISI GEOMETRICA. 

Sia a Ifig-iOi.'] quel punto dentro la piramide triango- 
lare data BGDà , per lo quale condncendosi piani , che 
passino anebe pe' lati BG , CD , DB , DA , AG , AB di es- 
sa , resti tal solido diviso nelle quattro piramidi cercate 
BCAfl , GDAa , BDAa, BCDa . 

E poiebè è data la ragione della piramide BG A a all' altra 
CDA a, ch'esprimasi per quella delle rette tn ^ n y ed è di 
più data la ragione delle loro basi BAG , GAD date , che 
fti dinoti con le rette r ^n'^ sarà data anche la ragione delle 
loro altezze, cioè delle perpendicolari abbassate dal ponto a 
su i piani BÀG, GAD : ed e^sa verrà espressa^ com'è chiaro, 
da quella di m ad r . 

E similmente si yedrà esser data la ragione di ciascuna di 
queste perpendicolari alle altre^che dal punto stesso a si ab- 
bassano sugli altri piani BAD , BGD . Laonde il proposto 
problema si sarà ridotto all'altro di : rinvenire nella pirand-' 
de data un punto a , dal quale abbassando le perpendicolari 
suUe facce della piramide data , queste Steno tra loro in ra- 
gioni date . 

Or dunque dovendo essere le perpendicolari ^che si abbas- 
sano da tal punto su i tre piani BGD^ BGA, AGD in ragioni 
date \ il punto dal quale esse debbon partire dovrà avere per 
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luogo geometrico tma retta di sito, determinabile pel n.l99. 
Ma perchè sono anche date le ragioni, che serbansi tra loro 
le perpendicolari, che da un punto stesso debbono cadere sa 
i tre piani BCD, CAD, DAB , tal punto deve a?ere per suo 
luogo geometrico un'altra retta di sito determinabile pel na* 
mero medesimo . Adunque il punto soddisfacente al pro- 
blema proposto sarà quello ove tali due locali s' intersega- 
no • Ed esse dovranno necessariamente intersegarsi , perchò 
ciascuna dee cadere in quel piano , eh' è il luogo geome- 
trico de' punti d' onde abbassandosi le perpendicolari sa i 
piani BCD , CAD , sono queste in date ragioni tra loro • 
Adunque un tal punto si sarà rinyenuto. Ed il problema pro^ 
posto potrà con faciltà costruirsi , sia in modb puramente 
geometrico , sia graficamente . 

3o1 * ScoL.La stessa soluzione avrebbe ayuto luogo, se il 
problema fosse stato pib generalmente enunciato nel seguen* 
te modo , cioè; 

Dati quattro rettilinei in diversi piani di sito , che s^ incoia 
trino ; determinare quel punto , che preso per vertice di quaù- 
irò piramidi aventi per basi qae rettilinei , abbiano questa 
tra loro ragioni date • 
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PROPOSIZIONE cn. 



PR0BI.B1IA. 

3o3 • Tra due reite date ritrovar due medie pro- 
porzionali. 

SOLCZIOFTB DI ARCHITA. 

Sulla maggiore delle dne rette date AB [fig^iOS.J si de- 
scriya il semicerchio AEB , e su di esso s' intenda eretto il 
semicilindro AEBIKL ; poi sulla AB stessa, e nel piano od 
rettangolo LABI si descriva Y altro semicerchio AGB , il 
quale si concepisca rivolgersi dintorno al punto B , restando 
sempre verticale , e finché la AB descriva un quarto di cer- 
chio ; genererà esso una superficie di rivoluzione , la quale 
intersegandosi con la superficie del seraicilindro produrci in 
questa la curva AOB. Inoltre la minore delle rette date si a^ 
datti dal punto B nel semicerchio AEB, e sia la BE ; poi dal 
suo estremoE si abbassi sul diametro AB laperpendicolareEF, 
ed il triangolo EFB s'intenda rivolgersi dintorno al cateto FB, 
per generare un cono, la cui superficie indefinita interseghi 
quella del semicilindro nella curva £GH, e questa s'interse- 
ghi con l'altra AOB nel punto C. Ciò posto si abbassi daC 
sul piano sottoposto AEB la perpendicolare CD, che dovrà 
cadere nella superficie cilindrica, ed incontrar perciò la cir- 
conferenza del cerchio,che n'è base, in D : congiunte le BD, 
BC ; saranno queste le due medie proporzionali cercate. 

Imperocché la BC incontri in M la circonferenza della base 
del cono suddetto , e dal punto M sul piano sottoposto AEB 
si abbassi la perpendicolare MN , la quale dovrìi , eom' è 
chiaro , cadere nella BD : poi si prolunghi la £F in e , fiiH 
ehé Fé sia uguale ad FÉ ; sarà Ee il diametro del cerchio 
base del cono descritto dal triangolo EFB ^ ed il punto e 
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Vierrebbe a cadere oeir altra semicirconfereiizà del óerchid 
ÀEfiL Adunque sarà MN' £2: ENes DNR; e perciò se eoa- 
giungasi la DM, il triangolo DMB sark rettangolo io M . Ma 
)>roducendo BD in a , Gncbè sia Ba s= BA , e congiugnen- 
do la nCy è chiaro , che il semicerchio verticale descritto sa 
di oB debba passare per G , e perciò etsere anche retto 1 an- 
golo oCB k Adunque i tre triangoli aCB , DCB , DMB es- 
sendo rettangoli , ed avendo comune V angolo CBa, saranno^ 
simili . Laonde sarà aB, o AB : BC :: BC: BD :: BD : Bll 
o BE ; e perciò le BC, BD saranno le due medie proporzio^ 
Adi cercate. 

303. Scoi.. Per la composizione di questo problema si ri- 
chiede dunque di costruire l' intersezione della superficie del 
semicilindro con quella del solido di riToluzione descriltd 
dal semicerchio BGA ; e poi V interseiione della superficie 

• • • 

dello stesso semicilindro con quella del cono descritto dal 
triangolo £f B : dall' intersezione di queste curve luaulta il 
punto C , e. quindi V altro D , che soddisfano al problema, 
òr la prima di queste intersezioni ha evidentemente per pro<^ 
jezione sul piano AEB [fig*4041 la semicirconferenza AEB} 
e r altra prelezione di essa sul piano ABIL , preso come 
piano di proiezione verticale, si otterrà facilmente se per lo 
putito B si conducano in tal semicerchio le corde BD^S)^^?^ 
e poi per ciascuna di èsse ^ la BD per esempio ^ si abbassi 
da D sul diametro AB la perpendicolare Di, la quale si pro- 
duca al di sopra nel piano ABIL p finché la parte prodotta 
dt pareggi X ordinata , che nel punto D corrisponde nel se- 
micerchio descritto sópra aB ugtaale ad AB : 1' estremò e di 
tal perpendicolare sarebbe la proiezione verticale , che si 
corrisponderebbe a qtael pùnto della curva, ch'ò projettato in 
D sdì piano orizzontale. £ còsi di ogni altrOé 

Per costruire poi V intersezione della superficie conica 
con quella del cilindro > cioè per determinare là projezio' 

M Ycrlieale di questa^ giacehò X orizzontale ónde aockc iitft- 

• 43 ( 
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ìa st^micirconferenza ADB, si deiermioerk la projezione yer- 
ticale di quel ponto di essa , eh' è projettaio in D sai pia- 
no orizzontale , congiungendo la BD , ed inuna^oaodo cod- 
dolto per essa un piano Terticale ; questo intersegherìi il d^ 
lindro ne' suoi lati verticali, che passano per B, D, *e del se- 
condo de'quali si avrà la projezione, abbassando da D su di 
AB la perpendicolare indefinita D(fd'. La superficie conica 
poi verrà dallo slesso piano intersegata in un suo lato, la cai 
projezione verticale si otterrà prendendo sulla EF prolun- 
gala la ¥n' uguale alla semiordinata , che nel punto N , ove 
la BD intersega la EF, corrisponde nel semicerchio base del 
cono ; sarà Bn' la projezione verticale di un tal Iato del co- 
no : ed il punto e ove la retta Bn' intersega V altra dd^ sarà 
la projezione verticale di quel punto di questa seconda linea 
d' intersezione , il quale aveva per projezione orizzontale il 
punto D • E così facendo si verrà ad assegnare V intera pro- 
jezione verticale FcH di questa. 

In tal modo Tingegnósa soluzione di Archita verrà ad es»- 
sere effettivamente costruita ; né potrà aversi per una sem- 
plice curiosità geometrica , come pensava il Montucla (*) • 
Con che però essa non dovrà aversi come conveniente al gra- 
do del problema , perchè costruita con luoglui impropri. 



(^) » Mais ce n* étoit li qu* une curtosité géométriqne , uniquemenk 
» propre a salistaire l'esprit, etdontla pratique ne sauroit tireraocoi 
1» secours (//isl. dei Maih. pag. 175 vol.L edìz.3}. 
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PROPOSIZIONE CHI; 

' 30li È dato il sito di un punto A nello spazio , 
fie'sien date le distanze , eh' esso serba da tre altri 
punti B , G 9 D 3 già dati di sito nel medesimo; 

Imperoccliè essendo data la distanza del punto A dal pnn^ 
lo B ^ si apparterrli il punto A alla superficie sferica del 
centrò B , e del raggio dato BA , che ne sarà però un luo« 
go anasirofleo (*) . Ed essendo ancor data la distanza di 
quel punto dall' altro C , ai apparterrà esso alF altra super- 
ficie sferica del centro G , e del raggio CA ; e ùe sarà pe- 
rò Itiògo diessodico (*) la circonferenza del cerchiò in cui 
tali due sfere intersegansi • In fine dall' esser data la distan- 
za del punto A dà D , arra esso per terzo luogo la aupérfi- 
eie sferica del centro I> , e del raggiò DA. Quindi sarà un 
a que' due punti riferiti al piatto BGD , ne' quali le tre su- 
perficie Seriche s' interseganò (285). 

È manifesto , per la determinazione del punto A , che' 
debbano le distanze di esso da due de' punti dati, in qualun- 
que modo prese, esser maggióri della distanza tra'punti stes- 
in : cioè le BA , AC maggiori di AC , le BA , AD maggiori 
diBD, eleCA , AD maggiori di CD. 

La composizione geometrica di questo problema b preci*' 
aamente quella della prop.96, della quale al contrario il pre« 
sente ne offre l'analisi geometrica. 
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]NU)P0S1ZK»<E €IVi 

305. E datò il sito di un punto A Bello spazio ^ 
se sien date le distanze , cV esso se'rbdl da tre rette 
già date di sito nel medesimo» 

tioperoccliè «ssendlo data la dislaoEa del pant» À dair li- 
na di lali relle , si apparterrà esso alla soperficie cilindrica, 
a dìreltrice circolare , del raggio quaoto la disianza data^ e 
che ha per asse quella n&tU « Similmente , per esser data la 
disianza del punto A da nn' altra delle rette di sito , avrà es- 
so per luogo geometrico là superficie ;CÌliAdrica di un tal as^- 
se, cbe ba per direttrice il cerchio, del raggio la distanza da- 
ta. £ cosi pure per la terza rel^ta di sito*. 

Adunque il punto dato , coesistendo in ctasconA dèlie tre 
superficie cilindriche suddette , risulterà dalla loro scambie-* 
Yolc intersezione.. Or sifH^oine l' una di esse incontra ciascu- 
na delle altre due ih unii linea ; cosi ognun de' ponti ne' 
qnali qneste s' intersegheranno sarà il propostò • 

Ed è facile comprendere y per la detemtnazioné cìe' dati 
nel presente teorema 5 che le due distanze del punto da cia- 
scuna delle rette ^ non debbano, insieme prese ^ esser minori 
della distanza tra esse rette ^ cioè della perpendicolare loro 
comune ; e nel caso , che pareggino tal distanza , la deter- 
minazione del sito del puuto risulterà da esse sole, senza es- 
ser?! bisogno della distanza datla terza retta . Imperocché le 
due superficie cilindriche , le quali ne sono le locali do* 
vranno toccarsi nel punto proposto ; il quale rimarrà però e- 
sibito con assegnare la minima distanza tra le due rette di 
sito , e dividerla poi nel punto ove si terminano le distan- 
ze date. 
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COSTRUZIONE PEI, PUNTO. Co' PUCBOBNTl ìikXU 

4 

f 

306.SlabiIUi i piani di sito, cui rjferiscopsi te Kxfi relte da- 
te 'y saranno determinabili i punti iq cui X i)n di questi che 
aia V orizzontate , è incontrato da quelte ipr»i6.) v e saranno 
9ucor date di sito y e di specie le ellissi de' centri que' punti 
ip cui h superficie ci|ipdricke y con. ^ assi le i;eUó date , 
ÌDconlr^no quel pi|ino (221 , q 223). Laonde^ sì potranno co- 
struire le liPio. intersezioni, , dall^ quali^ rimarranno* esibir 
ti i punti 9 ch^ hanno le CK>ndizjoni.del proposto. 

3Q7.Sqoi4. h^ coippipta eQ!ettÌYii^ costruzione quì^solameur 
ìfi indic«\ta, pqtrli iredersi^uellaj^?. ]}.del aupp* L dlpU' Hn- 
Qhelte , alV edi». %. dalla. Gipmélrie déscripi*ve, del M pnge • 
1^ volendola render^ piìii. seqipliciie ,^si avrebbe potuto pri^n- 
der^ r uiia delle rette date perpen<Hcolaire al piapa.dLpcpv. 
jezione orizzontale \ ed il verticale parallela a4 un' altra4ì 
^se^ NeX che^ Alni potCAPOo, uVUmfipJsft esercitarci i ^iova^i. 

s q L I a 

FJ^'bKE PUfiCBBENTSi «ISOaBHl B| DATK 

308; A compire la.detcraMnaziooe^ di uft^pupto nello spa« 
2JQ , ^ià cornipedi aja nella pipp. 15, di cui erano mpdifi^azio; 
^ì le 11^ 4 11$, aU>iaB|Q qui«recati questi. du^ allrtN teoremi , 
da* qqaìi evidentemente insulta, cl^ qufl prijpso sia , tradire 
mej^ì indic;^tì,, Ip piuh sempliae ^ sì^geometricainente consi- 
derato, cb,e per r usp n^le arti del disegno,, ove ^ statp pe- 
r.ò sempi^ il aplo; ad esser praticato^. 

]@ facile poi iljved^rc^ come, rj^ed^ndo.da. questi. debsroù- 
Djantic uniformi del sitp di v^n punto nellp spazio , si possa 
ottenerlo dalla coipbins^ziQne di tre di essi), Qome , per esem- 
pi , di^ndo la distanza da di|e punti ed una retta , nel qual 
Qaso ì^ costruzione di esso, dipenderà dalle intersezioni di 
due sqperficiiB sfericly) ed una cilindrica , o da due rette , 
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ed un puDto di sito , costruendo V intersezione comune di 
due superficie cilindriche , e di un'altra sferica ; ec. Ma ciò 
basti averlo indicato, per offrire a'giovani pratici nel disegoo 
geometrico un utile esercizio nella costruzione delle interse- 
zioni delle superficie curye, non potendo riescire di alcun uso 
pel ramo di scienza geometrica , che qui trattai. 
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CAPITOLO X'VIv 

€0N8IP£BAZ10NI GENERALI^ BVtLO SVILUrPO 
9ELM BUPEEFIGIB CUBVE.. 



309. D«F. XXI* Usa superficie curvasi dirà s^i-^ 
ìuppàbile^ se possa distendersi in un piano^ da non 
restarne le sue parti interrotte nella loro, continui* 
tà , né che alcuna di esse ne copra un* altra «. 

310.Coa. Si rileva da ciò , che la superficie currasviliipr 
pata debba rimanere della stessa. graadezKa di prinia<r dello 
sTiloppo. 

311. Scoi,. L' oggetto di qaesto sviluppo è il poter dise* 
gnare piii facilflueute, e pio. comodaiSLeote le curvis y cbe erar 
DO segnale sulla superficie sviluppabile ; e può anche talvol- 
ta applicarsi convenevolmente alla soluzione di alcuni pror 
blemv:dicbe ne daremo, un saggio neV presente capinolo. 

PROPOSIZIONE GY. 

312. Assegnare Ite condizioni geometriche della 
sviluppo delle superficie curve. 

Da'primi Elemeoii di Geomelria è noto , che sì possa svi- 
luppare ia superficie di un prisma , o di una piramide y non 
considerandovi basi ; e cbe non sia sviluppabile quella di un 
qualunque altro solido poliedro • Or estendendo un poco la 
condUione , che rende possibile lo sviluppo , ne' due soprin- 
dicati solidi , si vedrà , che se in un piano si tirino le rette 
AB^ AD, CF, EG, ec. [flg^iOo.] , le quali s'incontrino due a 
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due in A, C, E, ec. ^ 9$ p^trà sempre immaginare , che ri- 
volgendosi lo spazio angolare indefinito DCF intorno ad AD, 
si ponga ad angolo con 1' altro BAD ; ehe similmente rivol- 
gendosi Ip spazio angplare ¥EG iQtornpad EF, si ponga ad 
angolo con DCF ; e cosi in seguito : sicché dair iqsienie dì 
tutii q\Le8ti spa^i BAD, DCF, FEG,, ce. si verrà a rappre* 
sentare una superficie indefinita compresa às^ piani, che sarà 
sviluppabile. Adunque la condizione geometrica, perchè sia 
sviluppabile una superficie composta da piafi è, che questi 
sieno inde^niti al paenp pcf un vffSQ* Qr sfi) per lia Qota 
legge 4i coptipuità, dalla supcr^cie del prism^^ %\ ps^si ^ 
quella del cilindro ; dalla superficie 4el(i\ piramide ^ qudU 
^el cono \ e dall' ultima syperficie poo' i^nzi descritta si pa^- 
si a quella superficie curva rettilatera 1^ quale da essa, per 
1' anzidetta legffe y si derÌTa ^ si potrà conchiu4ere general- 
fluente , che ^ 

Sar^ sviluppabile tLUft syperficifi curva ^ 9e % sudi lati re(r 
ttilinciy Q sten paralleli , q s! incontrino in un punto , F uno 
col continuamente pr^ssiriiQ a^ esso ; sigch^ per ogni altrq 
punto della piedesipia nqn possa passare ^ che una sola (in^a 
tetta , cioè il lato delia superficie per es$o. 

313. Cor. I.AdunquciI piano tangente una $ifi[atta spperficie 
curva ip un piuilo^ dovrà necessariamente toccarla in tutto 
il lato della medesima corrispondente a tal punto. £ non sarà 
sviluppabile la superficiedi una sfera, e quella di un qualun- 
que solido di rivoluzione ; coinè era già noto dagU Elementi. 

314. C0B.2. Allorché , per la legge di continuità , la su- 
perficie sviluppabile rappresentata nella fig. iOX diviene u- 
na superficie curva, le AC« CE, EG^ ec. costituiranno vir 
va curvfi adoppia curvatura, segnata nelU superficie avilnp- 
pabile suddetta; ed i lati AD, CF, FIG, ce. di quella , esn 
^endo i prplu.Dgamenti degli arcbelti AC , CE, £H, ec.j 
rappresenteranno le taagenli di tal curva in A, C> Fì^ ec. 

Sl§. ScQL. Le cppdiàoni dello sviluppo deU^ superficie 
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CUFTe si possono hi pitt modidetemiaare • Noi qui ci s^ina 
Itltenijiti 9 qqello primordig^te^ ed elementare , che la Geoom- 
Iria somminisira ; ed aiuòle imprendereoip a rìn?enirIo per 
le vie dell'Analisi, moderna , e Qol risolvere il seguente pror 
bTema: Ritrovare V equazione gen^n^f^ per, UUi^ quelle iUMXf^ 
fide che possono spiegarsi in un pianai • ' 

proposizioni; evi, 

TBORfillA,* 

31$. X4a, tangente di uoa curva segoatft sopRi: 
una superficie svi^ppahile ^ comprende , sullo &vi-i 
luppo dì questa ^ con quel lato che passava per lo 
contatto 9 Ib stesso angolo ^ che yi comprendeva 
prima dello sviluppo. 

lyipeitooct^ si supponga un tale sviluppo eseguirsi preci- 
samente su quel piallo , cl^e passa per la tangente , ^ pel 
lato suddetto , e che perciò toQca quella superficie curva nel 
punto di contatto proposto ; sarti maqìf<^sU>9 che allor quan- 
do un tale sviluppo si sarà effettaato , non avranno sofferta 
alcuna alterazione nel sito rispettivo , ne quel lato^nè quel- 
la tangente ) perchè esistevano già nel piano d^Ho svilup- 
po • Adunque è chiaro y che non dovrà n^utarsi V angolo ^ 
eh' esse rette comprendono. 

3^7. ScoL. Essendo facile il determinare V angolo , che 
la tan^entCì in un d^ito punto , di una curva segnata in una 
superficie sviluppabile comprende col lato , che passa per 
lo contatto {pr. Z^.) , $\ vede in qoal modo si potrà doler-* 
ipinare , sullo sviluppo di questa superficie , il sito che vi 
prende quella tangente . E ciò essendosi generalmente indi* 
cato , ci risparmia di proporre particolarmente 9 no segmenti 
problemi , siffatta determinaiioue • 
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PROPOSIZIONE CVU. 



raOBLBllA. 



31 8 «Sviluppare una data superficie cillodrica in^ 
sieme alla curva segnata sulla medesima* 

La soloziooe di jqueito probleoia è A BTtdente , che noa 
ha né meno bisogno di figura • Imperocché dalla stessa de* 
finifione del ciliadro retto molta ^ che la superficie di es- 
so syilappisi in qd retlaagolo indefinito la cai bsse sia quan- 
to la retta uguale al perimetro della curva direttrice di ijnel- 
la^soperfioie • Se dunque b superficie proposta soppoiigpù. 
ruttai al, piano orizzontale y i\ che può sempre £ifsi , e che 
stabilito nella traccia orizzontale un punto si radano da es- 
so prendendo successivamente delle particelle sul perimetro 
di tal traccia, le quali si trasportino l' una dopo V altra so* 
pra una retta indefinita , a cominciar da un punto di essa da 
corrispondere a quel primo preso sulla traccia j allorché , 
percQrso V intero perimetro di questa \ si sarà di fiuavo per- 
Tenuto al primo punto y si sarà olteuuta la sua lunghezu in- 
tera segnata sull» retta ìndefioita. 

In oltre le perpendicolari che da' punti successivi di que« 
sta retta le si elevano, nel piano ove trovasi esposta , rappre^ 
senteranoo i lati della saperficie cilindrica corrispondenti a'ri- 
spettivi punti della direttrice suddetta ; e comechè le parti 
di que' lati che si arrestano fino alla curva segnata anlla su- 
perficie proposta sono quanto le perpendicolari che dalle 
projezioni verticali di t^U punti tiransi alla comune sezione 
de' piani ortogonali di proiezione , ne segue , che prenden- 
do su' lati corrispondenti nello sviluppo le parti uguali alle 
anzidette perpendicolari , la curva che si condurrà per tutti 
gli estremi* di tali lati così determinati sarà lo sviluppo di 
quella che era data sulla superficie cilindrica. 
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Slp.Scot.Sappooeado piana la curva assegnata sulla super* 
ficie cìUudriga, e prodottavi per cousegaenza dal pUnò fF'f^ 
[ fig*76.nJ'.'\ perpendicolare al Terticale di proiezione , ca- 
dila la projezio^^ verticale della curva ae^nata sulla superficie 
c^lÌAdrica pella traccia Tcriicale del piano segante , ed essa* 
Della presente $gnra, aarà la dt' che riqiane interposta tra le 
tangenti e C 90 E' la traccia orizzontaTedella superficie cilindri^ 
ca perpendicolari all^ LM • Quindi se esposta la retta inde* 
finita PZ) § stabiIito.su di essa il punto R corrispondente a e 
[ figJ76, nj. e3.'[ ^ sì prendano dal punto R , e dall' una 
parte di esso le RS , ST , TV, VU, UX, XY uguali rispet* 
tivan^te agli archetti ck ^kkf ,k!k!' ^k'k!" . . . fino a 
pervenire al pualo e ; 9, Io stesso si faccia dalla parte oppo- 
sta sulla RZ I portandovi le RQ, QO , ec. fino a distendere 
in retta l' altro ramo di curva e A e^ e poi prendendo sulle per- 
pendicolari indel^ite , che da tutt'i punti di questa retta si 
alzano su di essa, la Rr uguale alla CV , ed addestra e sini- 
stra di queata le Qj , S« uguali alla medesima Vi* , e così 
per le altre in seguito , continuando fino a' termini dall' una 
e r altra parte ; la curva condotta per tutf i punti r^s^t . • • 
e per gli altri r^i^ a , . . segnerà sullo sviluppo della super- 
ficie cilindrica quella eh' era data su questa . 

Ed una tal costruzione può aver luogo in questo caso, per- 
che gli estremi de' lati della superficie cilindrica , che pas- 
sando per A , ^ si terminano alla curva eh' è nella super- 
ficie cilindrica )hanno la atessa projezione verticale t', e quin- 
di la stessa altezza orizzontale , e però anche la stessa al- 
tezza sulla FZ. E similmente pe'lati che passano per h'^k*^ ec. 
Finalmente è pur chiaro , che se la superficie proposta 
fosse quella del cilindro a base circolare , nel qual caso la 
sviluppata della circonferenza potrebbe anche assegnarsi gra- 
ficamente, i due rami della curva sullo sviluppo , corrispon- 
denti ciascuno alla semiellisse segnata dal piano segante sulla 
superficie cilindrica sarebbero identici , dall' una e 1' altra 
parte del punto r» 
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320. Scoi.. Si tiri da un piwto la ad an altro n , presi 
$tt11o svilappo à^\h superficie cilindrica , le retta mn : t 
cbi^ro? ^^^ questa dovrà iolersegare le^Y, xTL^ Uti ... » cli& 
rappresealano i lati della superficie cilindrica sullo avilnpr ' 
pò di essa, in uno stesso angolo . Or si^ome non cambiansr 
sullo sTÌliippo di una superficie cilindrica. ^ né F «aieasione 
di questa j né quella di una curva in es^ eaiBteote , aè. fi-* 
nalmenle la posizione rispetiiva di tal curva con b genera-, 
tri^e di quella superficie in tutte le posizioni , cbè tal ge- 
neratrice ha nel descriverla. ; è c^iiaro perciò , che qqeUa 
^urva suVa superficie cilindrica , eh,^ è dinotata nello avr- 
Inppo di q^esti^ da uaa tinca retta , dee. intersegare tott' i 
Iati d^l cilindro ^ottò lo at^sp angolo • Ed al contrailo ogni- 
ì[oUa , che una curva segnata, ia. upa superficie ciKudrica fii, 
<;o' lati di questa lo stesso angolo , cioè eh' essa è un' eUce^ 
dovrà sullo sviluppo di quella superficie .v^nìr espressa da^ 
if na linea, reità. 

Ciò posto , poiché la linea rètta mn è. la piit breve dt 
quante poss<Masenjd condurre dal punto m all' altro, n , e- 
eh' <iasa dipota Uim parte dì, un' elice sviluppata ; nò segue- 
finche dal già dettp , t^e la pìb- hi^ev^ YÌa per andare sopra, 
di una superficie QÌlÌQdrica da un punto^ ad w ^^Hro sia 
li' arco dell' elic^ , che attraversa que* due punti; • 

]^ ciò che in ij^timo ai è detto in questo scolio , potrà ài' 
leggieri estendersi aHe superficie iH>DÌche^ ^ ed in generale 
a tutte 1« superficie- sviluppabili. Ya} quanta dire che : 

Tutte h vQlie , che tift arco di eur^w segtmép in una ^i^ 
perfide svttajt^j^il^ y distende» in linea retta ^ eulb svi* 
tvppo della medesima^ > dàvrassi, da quello rappreeentare la 
più corta distanza , in s^tf^l, superficie cwva^ tra oae* duo 

• • • 

punti ) ch^ n erano gli estremi. 
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PROPOSIZIONE CVIIl. 

JPBOBI^ltÀ« 

- * " • • • 

.321 » Sviluppare^ tixia superficie boniica a basd 
Qualunque ^ e segnare su tale sviluppo una linea 
curva data in essa» 

> > 

Si co^fusi^ea t iatersetionie della proposta superficie èo^ 
liiea con ob' altra sferica concentrica ( pr. 7Ó. cas^ ^i. ) :h 
evidente, che tuttU pnbti di qnest' intersesione essendo equi- 
distanti dal Tertice della snperficie data , debbano trovarsi 
anllo STilnppo di essa ad ngnali distante da quél ponto ^ 
eh' fespritpie il Tertice , ed esser perciò allogati in un arco 
circolare descritto con un raggio ugnale a quello della sfera ^ 
e nel quale il centrò dinota il vertice della superficie conica 
nello «viluppo di essa< 

Or sia T (fig.85. uJè.) il (Mentirò di qoest' arco indefinito 
XTR, ed X dinoU un pndtò fxw^ iti esso , e corrispondente 
allaltro sull'intersezione delle due superficie conica ^ e cilin- 
dricéj eh' e projettato io A:, k' (fig*8d)^ e dal quale vogliasi 
incominciare a ridurre sa queir arco circolare questa interse* 
jtione» Per ciò es^oire bisogna , che prima essa si privi di 
una delle sue dqe curvature^ sviluppandola in un piano. Ad 
Ottener questo, si sviluppi quella superficie cilindrica vertica^ 
le^che ha per traccia la projezìòne orizzontale di siffatta in->> 
tersezione, e sulla quale questa esiste, e poi si rapporti sopra 
questo stilnppo tal curva stessa, eh' era segnata sulla superfl* 
de cilindrica, e su quella della sfera, e del cono (Jeni.ptec.) % 
perderà cosi essa una delle dne curvature : e tal linea in que^ 
sto modo disegnata nel piano, sia rappresentata dalla xyvut 
[ fig^ S5. n. J2 , eS* ]. Ciò posto si ripieghi siffatta curva 
suir arco XYR , vale a dire si porti per esempio , X arco 
x^ , ài essa, a parte a parte , da X ia Y suir arco circolare 
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X^; il poDto T sarà sulla superficie coaica svilappata : ed 
allorché riatera curva ^vtiz si sari ripiegata sulla circolare 
XYZ , r intero settore XYZT , rappresenterà lo sriluppo 
della proposta superficie conica. 

Finalmente se in ciascun raggio TY [' flg. 85. n. j2. ] si 
prenda un punto V, il quale disti dall'altro T ^ per quanto è 
distante dal yertice A della superficie^ conica proposta quel 
punto, della curva dlntersezione in essa segnata , il quale 
trovasi in quel suo lato y che Tien dinotato dà TYY sullo 
sviluppo ; la curva che passerà per tutt' i puntf Y , io simtl 
modo determinati^ dinoterà la curva segnata sulla superficie 
conici! rapportata sullo sviluppo della slessa. 

322.Scpi:i. Se la superficie conica, che si Viiole sviluppare 
fosse quella di un cono retto a' base' circolare'; in tal caso 
la curva d' intersezione di essa con la superficie sferica con- 
centrica sarebbe un cerchiò pArallèlo alla^sua base. E siccome 
il jaggio dì questa sfera può prendersi ad arbitrio ; sarà per- 
ciò conducente, nel presente caso , di prender per esso il la- 
to stesso dei cono ; perchS cosi la curva d'intersezione sarà 
dinotata' dalla ))ase stessa. Ciò posto, se nella circonferenza 
del cerchio descritto con un raggio TX [fig.SS.n.Z]^ qtianto 
il lato del cono dato , si prenda V arco XYZ uguale alla cir- 
conferenza della base di esso (*) ; il settore XYZT dinote- 
rà lo sviluppo della superficie di un tal cono. 



» 



(*) Ciò si ottiene con una semplicissima proporzione, che rilevasi 
dalla prop. 2, lib, K Trìgon. 
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323. Se i diametri di due semicerchi d dividano proporzio- 
nàbnetUe ; le semtordinaie pe pufiti delle ^visioni dividerai- 
no anche proporzionalmente le eemicirconferenze. 

Sieno ACB ^ acb [ fig. i06. ] due semicerchi Rescritti 
co" diainetri AB , a& , e questi sieno divisi propbrzional* 
mente io E , e • Ed essendo BE : EA l'i be ; eu , adope- 
rando le OTTÌe trasformazioni di proporzione , si avrà AD : 
BE \i ad\ de , o sia GD : DE :: cdide \ che perciò i tri- 
angoli ODE 9 ed e saranno cimili (7.El*VI.) , e quindi f an- 
golo CDE sarà ngnale all' altro cde^ e 1 rimanente CDA al 
rimanente cifa • Ma V angolo CDA sta alF altro GDB ^ come 
r arco AC all' arco GB ( 33. EL VI. ) ; come pnre sta V an- 
golo oda all' angolo cdò come V arco e a alfaltro co. Adtan* 
qne staA AC: GB :: ac : eb. 
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92U*la semicllisee DHB'[flg.i07'], che vien segnata svila 
superficie del semicilihdro DAMBC da un piano perpendicolà^ 
re al rettangolo DÀhC^ condono per la diagonale DB di esso^ 
Avide la semicirconferetiza FHG prodotta sulla stessa superfir' 
àie fiilindrìca da un piano parallelo alla base^ nella medesima 
proporzione^ che il diametro GFdi questo divide la semidveon" 
ferenza DEA descritta sul lato DA del seniicilinJro , e nel 
piano del rettangolo ; cioè sta HG : FU : : E A : DE . 

■ • * * 

Imperocché si conduca per K laKL parallela Ms DA, pec 
L si ordini nel semicerchio AMB la LM , giungasi* la KH ^ 
che sarà perpendicolare al piano del rettangolo DABG , per- 
ciò parallela alla LM, e quindi ugnali gli archi AM , FH. 

E poiché AD : DF :: AB : FK j ò'sia AL ; starà anche 
ÀED : DE ;: BMA ; AM ( lem. prtc.) j cioè :: FHG : FH. 
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325.SCOI.. Dimostnmdosi suDUnifnte cbé »ia fh : fftg^ tt 
t1IG::DEe : DEA; siath, per equaliUi^ fh: FH :: DEc : DE. 

PROPOSIZIONE CIX. 

B26. Dividere un àrco^ o pure un angolo datd 
in data ragione^ 

^ «TÌluppi la saperfìcite di un senicilindro rettó à hsM 
circolare DAMBG [ flgi07, e i08. ] riporUndo aa Io stì- 
Inppo la siemiellisse DHB segoata io quella soporficie cìIÌih 
drica dal piaoo per la DB pei^peudicolare ali altro' DABC } 
e sia UQ tale sviluppo rappresentato daUa figaro i08. ^ neU 
la quale sia perciò ab aguale alla semicircoofereota AMB ^ 
ad ugaale ad AD , e la curva <iTQ& rappreaepti h seioiellis- 
ae DHB sullo sviluppo della superficie del seoiiciliodroi. Or 
si descriva sulla ad il semicerchio oNtf % nel cài céntìro 
ai costituisca V angolo JON quanto il dato P , poi per N si 
tiri la QlSlK parallela alla ai ^ la quale si divida io S oel- 
ia data ragione di m : n, cioè stia QS : SR : m : it. Per d 
conducasi la ST parallela alla ad ^ e fioaloiente per lo 
punto T y ove questa parallela incontra la linea bQTd. si 
conduca la TXY parallela alla ba^ e tal parallela ioòon: 
tri in X la semicirconferenza nXéf^ congiaotala OX questa 
dividerà il dato angolo <fON nella sagione di m ; n , cioè 
starà iSiX : %d :: m : ft, 

Imperocché sta QR : TV , o Sii :: Ni: dX (325); é 
lercio ) dividendo , Q6 : SR , cioè mi,n :; NX : Xd^ 
p come r angolo NOX dV altro XOd , 
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Ma prefazione (pag. xxx , e xau ) — Aire^ldenza, che là Bimz, 
denominazione di luoghi alla iuperficie porta seco , ed alle ragioni qui- 
W addotte aggiongneai ancora T es)09Ì3|ione di Pappo Mia prop, 28. 
m?. IV. Collect. 4fa(Aem. al proposito della rettificazione del cerchio ;. 
dicendovi geometrice per locos , qui ad superficiee dipuntur . Ma su di. 
Qiò sarà estesamente ragionato nel voi. I. degli Opuscoli maUmaiici , 
i^qlla dìjsserU^one s^iHo opere del Luogo risolato degli ^nticbi.. 

AL LI9R0 t 

Alla def. IL { $.3.) — In questa definizione si è osala la frase oj^ 
getto geometrico , perchè vi fossero compresi anche i punti . Euclide 
nella sua analoga definizione, eh' è la i. Datorum dovè specificarveli , 
e però fu obbligato a far lo stesso per le Unee^ le figure, gli angoli . Ma 
per }a nosira definizione dovendo una tale enumerazione esser più lun-w 
ga , abbiamo preferito il modo tenuto , che con una breve espressione 
comprende t«lto ci*- , eh* è suscettiva di «ilo . Abbiama poi adottata , 
per là chiara idea del «ilo , la coesistenza degli oggetti geometrici io. 
modo assolutamente determinato . dipendente , cioè , dalle loro disian- 
ze vicendevoli . inclinazioni , o altre rdazioniiì essi ; del qual carat- 
t^re 8i prevalse lo stesso Eucliae. 

Devesi però osservare , che nella deflniilone EacKdea , la noMones 
di sito vien presa conje assoluta, dicendpvjsl : I punti, le line», U /t^u-, 
re, e gli angoli 4ic<wi dati di po«>io.ne, te. tengono sempre lo eteeeo «ilo: 
•vale a'dire , se ossi leogono sempre . nel piano ove veggonsi segnati , 
aasolutamenlè, quel li|Ogo , che dal proponente, viene stabilito , senza 
potersi varijire a volontà di chi risolvè il problema, come per le tre aK 
tre qualità dì dati può farsi. Ma volendo anche una tei -caratteristica as-.. 
soluta del tito concederla nel piano , essa non può affatto aver hiogo. 
Dello spazio ; ed k. per*: , che abbiamo creduto conveniente stabilir© ,,. 
i\ella npstra definizione, pel silo in jgenerale.ja nozione relativa di esso^ 

Aneprop.T. e IL (%%, 7,. e4 «..;- Euclide dedasseancor eghdall»,, 
^Qfinizipne del dato di sito la prima dì queste proposizioni ,.che> n^ civ 
late suo libro costituiva. U prop^Mvi. ;, e per 1» secgnda srcopte^% 
Ijif ne upa. deQpivoqe ( l%« )i e «liò consenlijf.a qo%bj dcf^Btì^■o^.%«gsphl^ 
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ta del sito da lui data* Il Pergola re costituì della prima di tali proposi* 
zioni un assioma (Invenz. geom, lib, 1.^.69). Ma noi » atteso la nostra 
deGnizione de* dati di silo, ne abbiamo dovuto formare due teoremi • 

Alla propJIL( ^.9. ) — Questa proposizione qorrispondp alla xxv. 
Patorum di Euclide . 

Allo scolto gpnerdt ( §. !6. ) — Pct qna maggior estensione del pror 
sente argomento , si potrà riscontrare il cap. t. della parte 1. dell' /n* 
menzione geometrica • 

Alla prop.XIII, ed al suo, scoi. i. ($%M, $ SO ) .^In questo sco- 
lio recasi un principio , eh' è il fondamento della Geometria analitica 
nello spazio ; ed esso derivasi dalla prop-xiu , di cui ne sono due casi 
le prop.xi e xii , nelle quali espongonsi i mezzi da rappresentare grs-: 
ficamente il silo di un ponto nello spazio t su* quali poggia la Geometri^ 
descriuiv^. Ma poiché altri me^zi preseotansi pter ottener lo stesso 8co« 
pò , cioè riferendolo ad altri punti di sito , o a rette di sito ; però a sta* 
bilire quel primo mezzo adottato come lo più semplice , conveniva esi- 
})ire ancora le costruzioni eoa questi altri determinanti , il che vedesi 
eseguito nelle prop*cui. e civ. d^l presente trattato. (Veggasì andi^ 
io scolio dopo qìiesti , ^.308 ) . Ed esse proposizioni . nelle loro anali- 
si geometriobe, presentano la compiuta dotorminazione di tal problèma* 

Alle prop. XXIV , e XfVI ( §§.73^ , a 7S. ; — Da qveste due pwh 
posizioni si ha il lemma da cui dipende la risoluzione della prop* 1$ 
ÌU>. Vili* delle Collezioni di Pappo* 

Alla prop. XXXiy (%>92.) — Se combinisi questa proposizione 
con ciò , eh' ò stato dcltp nello scoi. 1. prop. xiii. ( §• 50 j , si rileverà 
facilmente il modo geometrico da esibire , per mezzo di una proprietà 
costante di una curva piana data ideilo spazio , 1* equazione ad essa 'i 
il quale si vedrà poi analogamente estendersi a quelle a doppia cut' 
vatura , ed alle superficie curve dalla cui intersezione c^ueste risulta- 
lo , o pure su cui si consjderaiìo segnato. 

Alla prop. XXXV. (§. 94.) —Euclide , ne' primi sei libri degli R 
lementi • diede la cpstitqzione geometrica del triangolo con tre delle 
cinque parti indipendenti di esso ( cosi dette da' trigonometri ) , e dalie 
quali se ne ha la corrispondente risoluzione ( Vegg. la nota al §• 69; 
7>'tV/on. ediz^ i3 ) • Ma egli non trattò no' suoi Elemeuti di Geometria 
f pitela , che il solo caso della costituzione dell' angolo solido da trean- 
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goti plani dati (S8. Elem. Xh) ; poiché di questa 0o1a abbisognava . pop 
la costituzione d«i parallelepipedo ( 27* Elem.XI.) , e per talune dirno* 
strazioni. Quindi è , che pel triangolo sferico non si avesse la geome- 
trica costituzione , che nel solo caso de' tre lati dati , mancando pe- 
rò quella negli altri casi enumerati nella prop. 5 lib. IV. Trigot^ , i 
quali corrispondono alla costituzione deli* angolo solido triedro , quan- 
do gli elementi dati per ottenerlo fossero quelli Indicati nella nota -alla 
|>ro/7.23« H^em.XJf. , e che verranno recati nelle seguenti proposizioni , 
in cui ne daremo le geometriche costruzioni rilevandole dalle corri- 
spondenti esibite in questo trattato. 
Conviene però premettere per talune di esse il seguente 

LE MM A. 

Se per gli estreinii di (hi9 nr jr^/ di una ifera poiti ad angolo » ri li^ 
pno i rispettivi piani tangenti esea ; questi £ inelinerantio in un ango» 
\o 9 eh* i supplimetUo di quello compreso da que* raggi • 

DiM. Imperocché è chiaro , che se per tali raggi si faccia passare oq 
piano , questo dovrà esser perpendicolare a' due piani tangenti suddet- 
ti I e quindi le comuni sezioui di questi con quello dovranno compren- 
dere T angolo d' inclinazione de* piani tangenti. Che perciò nd qua*' 
drilatero che vieo costituito da queste comuni sezioni e da* raggi , esr 
sendoyi dqe angoli retti , i rimanenti due dovranno essere 1* uno sup« 
plimentodeir altro. 

Cor. 1. Si rileva da ciò , che se ì raggi fossero tre , rappresentanti 
i lati di un angolo solido triedro ; in tal caso i tre piani tangenti la su- 
perficie sferica negli estremi di questi tre raggi , dovranno comprende- 
re un altro angolo solido , in cui le inclinazioni de' piani degli angoli , 
<:he lo comprendono, sono i suppliroenti rispettivi degli angoli piani co- 
stituenti r angolo solido , che aveva per lati i tre raggi • 

CoE.2. E perchè ogni altro piano perpendicolare all' un de* raggi , in 
qualunque punto di esso, dee inclinarsi a' piani perpendicolari rispetti- 
vamente agli altri due raggi , in quelli stessi angoli in cui s* inclinavano 
i tre piani tangenti suddetti ; perciò si potrà generalmente dire , che : 

I tre piani perpefjdù^larl rispetUtamente a* tre lati di un angolo solido 
costituiranno nel loro incontro un ^txo angolo solido , in cui gli angoli 
f inclinazione 4^* piani de* tre angoli che lo comprendono , sono rispetti*' 
vomente isupplimenii di quelli deK angolo solido proposto ; che perciò 
quest* altro angolo solido si dice supplmentaleài quello • 

epa. 3. S da ciò sarà facile rilevare , che : 5« da tm puMo preso m 
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fil» anmoh loitcb IWf4rp , ii atfbassino le fterpéndieolari $u i piani de Ire 
QfjoH, c)ielo comprendono ; que$te comprenderanno tre angoli , ehesth, 
no I supplimfinii rispettivi di quelli in cui inclinami i ^mm delt angolo 
9fil\do proposto • 

&0L, Quiodl , pojtfliè. d^ti. i tre angoli S inclinazioni de' piani di uà 
vgok) 8ol\do triedro , sono dati per conseguenza anche quelli che com- 
ipendooo ì^ siio si^pplimentale ^e però spno. anche dati gli angoli d* in- 
clinazione de' piaoi di questo , «conseguentemente quelli del sao sop; 
p(|ineiilo , cioè del proposito ; si vedp , ^he la costituzione di quelli an- 
golo solido sY ridurrà alla prop.23. lìbfo XI. di Euclide^ 

Maeccoii\qu{l ooodo d^' tre angoli piani dati comorendepti qn ap- 
paio solido possonsi conoscere quelli d* ioclinaziono de piani di essi > U 
^e si é precedentemente assunto. 

Sieno C'Aiy, Wk'W , IVA'C' [/«flr. /. iV.] i tre angoli dati costituenti, 
ringoio solido ÌD A ^^t^^u di un piano, l' uno accanto all' altro ;. ò , 
cìiiaro. che presi ne lati estremi A'C, A'C'.le A'C|, A'C uguali , cor- 
rispondenti alla AC neir angolo solido ip A , e ti.r^h ^^' P^^i ^ * ^! 
alle A'B' , A'B' le perpendicolari CE , C'F, prodotte finche s' incontri- 
V9 i" ^r ( i) qu^l punto sarebbe quello pye la perpendicolare abbassata 
da C sul piano Qpppsto BAD incontrerebbe i\n tal piano , Qome si ril^ 
"vadal ragionamento fatto ne| cas. 2. prop. xxv. ) ; saran date le C'È, 
C'f i ?.Ìe,E(; , Fc , le qu^ll rette , ?e' triangoli rettangoli C'Ec , C'Fc , 
quando gli a^gpli (^'A'B' , Q'xV'P'cim^lìansi nel loro vero sito , com- 
p);endpnp gli Qpgqli d' ì(jciinaz|pne de pjani di qi^elli al piano dell' an- 
golo B'À'iy . Laonde tali angoli risulteranno determinati. > 

E r angolo d' JQclinazjone di quo' piani tra loro si gotri^ facilmente, 
determin/ire nel seguente. modp. 

Giungasi la EF. , ed abbassate da' pupli E , F: le perpendicolari EH, 
FH rispettivamente alle A'C , A'C . destra e sinistra ; il triangolo co-, 
atituito dalle tre rette EF, EH, FH darà, nell* angolo opposto alla £F^ 
quello che si cerca* 

FaOBLEHA U 

Costituire V angelo soKdo co' ire angoli dati , che debbono comprtndeHoy 

È questo il problema risoluto da^ Eaglide o^lla prpp. 23. Elem.XI , 
ed esso corjispoode alla cosUtu^onp geoinetrica del triangolo shrìco^ 
sopra la superficie di una sfera, > dati i suoi (re lati ; ed ancora alla ri-, 
soluzione trigonometrica del medesimo nel qaso 1. prop. 3. Uh. lY^ 
Ihi/ow. IntDerpjuvli^, ^ tre angpli^dellKiaqgolqstericp risai lànp dv*te«?ai- 
naii dal lemma precedentQ .^ 
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ScoL. E per mcziÈo clol lemma stbsso , e di ciò eli' è stato iiidieall^ 
nello scolio , rimane risoluto 1* altro problema di : Costituire f omfM 
sì>Udo , date le inclinazioni rispettive de tre piani d^§li angoU , éhedd^ 
l'oHo comprenderio ; eh' è il easo^. della prop. citata; 

Pbobleha II. 

.' • ' ^ * • ' i ' * ^ ' 

Costituire V angolo solido con due angoli dati de* tre , eke dM&à 
comprenderlo , e (' inclinazione d!e' loro piani. 

Sdì.. Nel lato comdtie AB degli aiigdi {iiaoi dati BAC,BAD[/Ì/^:2.JV.] 
éosiituehti 1* angolo solido in Apprendasi la AB di quella grandezza che 
si voglia , alla quale tirinsi ne' piani di quegli angoli rìspettivamentolb 
perpendicolari BD , BC : esse risulteranno date , e comprenderaaM 
il dato angolo d* inclinazione CBD ; e j)éró > costiCaito con questi dati 
il irìangòlò CBD , risulterà data la CD. Ed il triangolo CAD , avendo 
dati i tre lati , sarà pur dato l' angolo CAD • Laonde il proposto ^ird- 
blema sarà ridotto al precedento. 

^OL. 1. Un tal problema cdrrisporide al caso 9. prop. v. Iffl. IT. 
TrigonJE le rimanenti due inclinazioni de' piani degli angoli dati «i pi«^ 
DO del torzo angolo si iDoMruiranno geometrlcamento come nella propb 

txvi.rS.78). .... 

&COL. %• E da esso , per mezzo del lemma precedènte , tìMtìi aa- 
che risoluto il problema dì : Costituire f angolo soldo » dato un $ol0 
de* tre angoli piani , che il comprendono , e le inclinazioni al piamo M 
esso depiani de due àllH angoli» Che corriSpdnde ài caàA.delIa pfrop.T*: 
lib. IV. Trigon» E la costruilG^ne geometrica di questo caso si ha daP 
la prop. XXV. ( §. T/. ] • 

Pbobleha Ili. 

Costituire t angolo iolido^ dati due de' tre angoli piani che il debbané 
tomprenderei e V inclinazione dék piano deltun di essi a quello del terzo^ 

Sol. SienóBAÌ) , BÀÒ [ jig. S. N. ] gli angoli dati , e |ia pur data 
l'inclinazione del piano dèli' adgolo BAD a quello del terzo àngoloDAC« 

Dal punto B preso nel lato AÉ si tirino alle AD » AC le perpeadlco-' 
lari Bt* , BC • che risulteranno date , e la BB perpendicolare al pia- 
no Me . Giungansi le ÈF, EC. Sarà T angolo BFE quello d* inclina- 
zione del piano BAD al piano DAC ; e la EG risulterà perpendìcola- 
te alla AC. 

Or nel triangolo BEF rettangolo in E , óssénda dato X angolo in F y 
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elaBF , larà data la BE , e la EF ; operò a ponto t . £ udì' àifó 
Irìaogolo fiCA rettangolo ìd C , essonda dato ¥ angolo BAG , e la BC < 
sarà pur data la AC • Quindi ae dal teuitó A » con l'intervallo AC ^ 
descrivasi il cerchio GCtt • al quale dal punto E tirisi la Ungente EC, 
il contatto C determinerà il terzo angolo DAG ; ed il presente proble* 
ma sarà ancora ridotto al 1^* 

ScoL. 1. Questo problema corrisponde a] caso 5. prop.T. lib. IVé 
lirigan. £ vedesi anche geometricamente risoluto nel §• 79. 

ScoL. 2« E da esso , per mezzo del lemma risulta ancor risolato il 
problema di : Cosiiluire Vangalo solido con due inclinazioni daU do' tré 
piani degli angoli , che debbono comprenderlo , a Vun di questi angeU 
apposti a quelle due inclinazioni^ eh' è il caso 6 di quella propoaizione* 

Allaprop. XXXIX. ( $. lOi. ) — Nel caso di piani ortogonali , la 
proiezione orizzontale del ponto a cadrà in A' » e la costruzione si ren^ 
derà più agevole. 

AUaprop. XL (%. /0Jj. — Il problema , che qui ^roponesi a ri- 
solvere è lo stesso della prop, 23. Elem. 1. ; se non che in questo il 
piano della reità data è dato da se medesimol» mentre nella proposi- 
zione presente è dato pe' suoi determinanti • E questa soluzione para- 
gonata con quella può rischiarare la dii&renza tra I* ou genere di co- 
struzioni , e r altro. 

Alla prop, XLY. ($. 112.) — Il sommo analista Lagrange, per on 
esempio dell' applicazione del metodo de' maseimi , e minimi alle fun- 
zioni di più variabili , abbozzò con tal mezzo la soluzione del proble- 
ma della minima distanza di due rette nello spazio [Tiraiti dee fonetùms 
analyt.^.l68),Eà egli cosi conchiude : » Gomme les éqoations en x et 
J» y soot linéaires Ja determination de ces quaoUtés na aucunedifficolté; 
« nous ne nous y arréterons pas, d* autant que ce probleme el suscepti- 
» ble d' une solution géométrique fort elegante. <x Né tampoco può pure 
a questa compararsi la soluzione algebrica , che ne recarono posterior- 
mente i distinti analisti francesi Monge , ed Hachette ( AppliCm de AJ^ 
gibre a la Géomét. §§. 30 a 33. j, e né pur quelle , che da altri ne so- 
no state posteriormente date , non ostante la preparazione geometri- 
ca, che si è premessa all' analisi algebrica , e daUa quale con poco altro 
si sarebbe pervenuto alla compiuta soluzione del problema • Ed anche 
dopo tutti gli sforzi dell'Analisi algebrica» la soluzione si rimane limi- 
tata ad equazioni , e valori di non facile costruzione , mentre la solu- 
zione geometrica offre facihnente la grandezza $ e posizione del quelito 



Note » 

itt uà inoMema iNinmente di site » SenFa ciA di aTyentmdiito in ado- 
perare per ciaacijo problema quel metodo che I* è proprio , senza pre* 
«MeaaoBè » né oalioactooe ; di che ne ha dato un chiaro argomento la 
WDobliitiooe del Lagraoge di aopra recata , con la quato volle indica- 
to ater egli abbozzata qvella ioluzioBe aolamente per.dimostrare I* uso 
idi quel aietodo > e dob già perchè la credesse propria pel problema ». 
rimettendo per questa alla ìolezioiie geomeUtòa • Cessino dunque , 
tuia Tolta le piùehe superDee dispute di prevalenza di metodi , e si ri* 
volga ogni cura io ben apprenderli > e coltivarli tutti , e saperne usa* 
re opporlttnaflàenle • Ci dispiace il ritornare spesso a ciò ripetere : ma 
le circoilaDfte Vesigokio ; e ùceiamo voli , perchò non ne avessimo 
mai pia apailare » 



€bp. VL <-* La mainerà come vedesì qui Irattatà la genesi delle 
ioperficie curve > che sembraci nuova »è la più generale , che potes- 
se convenire «I presente argomento » Né tampoco sembraci che allrì 
nvesse trattata la teorica de* determinanti per esse , com'era con ve* 
niente bre « per compiei^ la dottrina d^ $Ui appena abbozaata da 
Suclide nel suo libro JtolorMm% 

Altenbf. XII. (%. US) . ^ DéNIì gèhesi qM assegnala per te su*» 
petficie curve non rimane cacioso né nienoM piano ; il quale può eoO'> 
òepirsi generato da uba retta che ecom lungo «n* altra, passando sem« 
pre per un putito itato -, o secandosi sempre pArallela nd nn' altra retta 
01 II (0 • La prima deHe quali genesi è uaéforme e qneUa delle superi^ 
tte coniche » f aRrt alle ciHndricbOé 

àÌUÌ$t. trìti. . Ìlì..éÉÌ. (^. ili, iii. Ì5Ò).^U sem« 
purissima , e naturai defihiiione data del piano tangente una superfi-* 
de curva è anabga a 4uella , che per là rètta tabgente ttea linea cnr^ 
va stabilirono gli antichi geometri , e dA* nioderiii ancora comunemen- 
te adottata» l)a essa derivasi pute facilmetite ^ e eon chiarezza quella 
pel contatto delle superficie curte tra loro, e della normale in uri pon-* 
io qualunque di queste # E Ito solokiobi de* problemi de' plani tangenti 
le superficie curve i e de' contatti tra esse » che redensi nel presente 
capitolo » e ne* due seguenti si Veggono derivare chiaramente dalle de« 
finizioni date » e però rendersi facili i ed eleganti.4 

M Ummu i« pro6bmal. ($.iS9)'^ Oi questo eléfflenfari^simo 
proMimn $ che abbiamo qui dovuto riportare come lemma , e la cu) 

h 



X Note 

^lazionc poterà anche ben rilevarsi dalla prop. 118. lib. Vtl'. CaXùd. 
Maih. di Pappo , fa maraviglia come il Clavio , segaendo il Cardano , 
abbia potuto brne tanto caso , e tanti casi , senza mai giagnere a te- 
demo la aolazione generale » eh* è qtiella da noi esibita , e dalla qoale 
dedooeti immodiatamente , che : la tangente comune a due eerehi iki* 
de la ctmgiungente de' loro centri nella ragione de' raggi ; e più gene- 
ralmente lo iteeeo per una retta la quale tronchi da due cerchi due por* 
zioni eimili. Ed è pure rimarchevole , che il dotto analista Lacroix , 
mentre ne reca , nella sua Geometria descrittiva, la soluzione esposta 
dal Clavio, V abbia ripetutamente data ad un tempo, e come semptieis- 
«ima , e come d'incognito autore. 

Al lemma 2. (%. 173.) •» Cn tal teorema potrebbe anche enanciarsi 
uel seguente modo : Se in eiaecuna détte c&ngiungenH i centri di tre 
cerchi , considerati a due per voUa , st aaegnino i punti ove quèUa rì« 
flhafie diviea nétta ragione de* raggi rispeOm ; ogni tre di tali punti » 
comunque preci » fomiifio allogati in una retta di mio. 

AHorehè nei 1801 mi capitò easoalmenle alle mani la Geometria cb- 
sfrifliM del Hottge ( poiché a qaeli' epoca era per noi assolutamente 
interrotla ogni corrÌq[K>ndenaa con la Francia ) , e che m' invogliai a 
compilarne ancor io gli Btemonii , mi piano stesso deir iHostre geome- 
tra francese, rimaai sorpreso dal vedere, die costui deducesse la verità 
del presento temiM 9 con ordine inverso t dalle eonsideraiioni de' pia- 
ni tangenti tre sfeie ( GJomk* dieoripi. f^42 aU)\^ volendo di- 
mostrarla nel modo conveniente , mi si presentò subito quella dimo- 
strazione che or si vede • e che panni preferibile a quante altre ne 
ho poi incontrate in diverse opere , e tra queste ancor quella recatavi 
dal celebre discepolo dell' Eulero Nicola Fuss , nella Memoria^ che col 
titolo di Dimonetration de qutlquee thiorimes de Giomitrie trovasi in- 
aerila nel voi. XiV. dentioej Atti di Pietroburgo , per gli anni 1797 , e 
1798 , pubblicato nel 1805 , e pervenuto alla nostra R. Biblioteca da 
pochi anni fa. E conviene osservare, che l'autore s' introduce alla sua 
ÈUmoria t con dire : » II y a dejà plusieurs amiées , qu' un jeune frao- 
» ^ois employé alors au corps imperiai des cadets de terre , me parla 
» d* un théoréme de Geometrie qui , dans le lemps , qu* il étoit enco- 
i> re a Paris a i* Ècole Boyale militaire , avoit eu qnelque célébrtté , 
» et qu* 00 avoit prétendu lenir du feu M. d' Alembert • ìe lui en don- 
» nai une démonstration , doot j' ai trouvé depuis peu le brouillon en 
» feuillant me papiérs. En relisant cctte démonstration j' ai vn, que la 
» beile proprìeté qu^en tait le sujet.peut condolre a d* autres non noios 
» remarquables • En rassemblant mes idées sor cotto matiere il en est 



» miM le Retai liteoifeviej'ii l'IiiNiMir de pr^Miler ki i TAca^ 
)» .demiet pour la Colleclioo des Ménoires tniduiU ee BuMe, qu^ elle scr 
« propose de publier , ou bìep poar les Actes mémes» ai Èlle le jiigo' 
» digne de cet bonneiir • Il y fera saós doote ptabir à pluf d' m ama« 
% teurde la Geometrie » elpeut ètre móoie àquélqfie geometre de pro^ 
« feMioD « • Ila Doo 80 comprendere , che quello teorema potessif 
Teiiir tanto agitato nella acuoia di. Parigi • che iMae alato rilefalo dal 
i Alembert , che ai ateotaaae tanto a dimoatrarlo » e die H Menge non 
iTeaae afbtto conoacluto tutto queato » quando ne recaya una dimoatra« 
xione aaaai impropria • 

La dimostrazione del Fuas è fondata sul seguente lemma , dub: Sei 
tati AB,AC,BC \fyJ.NJ] M triangoh ABC $% prolunghino in Ì),F»E, 
alcchò sia ADXBEXGF=s AFXBDXCE ; i ineunti D, F» E d0^ 
vrunno staro per iriUo i eV egli dimostra partendo da prfarclpU trfgo» 
Dometrici • Ed un tal teorema eoineide eoi seguente enmiefato In modo 
più geometrico tSeiaumpueUoBprteo nel lato AD del triangolo ADF 
a' inclini $uIC altro lato AFla retta BCB . in modo eU alta AF i FC :: 
( AD :.DB X BE : EC) ; H panilo E dowàtrooani nella Dt prolumgatar 
da noi riportato ndle note alla Geometria A' silo fin dal 1815 » ed ìtì 
rilevato nel seguente modo quasi intultiTO : 

Si tiri per B la BG parallela alla Wf , si ayrl AP : f t: AD u DB » 
edFG : FC ;: BE :EC ;e perà AF;.FC n ( AD: DB) ( BE^: EC ) . 

E potòTa ancora una tal tenta riferarai da Pappo » il quale ne dì- 
inostra la contersa^ cioè, cbe i^Send prolungamento di un lato DFdd^ 
triangolo J>AF prendasi un punto E, dal quale s* inclini sugRalIri due' 
lati da triangolo la ECB; doorà stare AF: FG :: (AB : DB](BE: EG). 
Veggasi CoUeet. Malhem. lib. YIU. prop. 8. Ed ancora Tolomeo 1* a* 
fera dimostrata in principio del cap. 12. lib. I. del suo Almagesto. 

Ma la dimostrazione del Fuss pel teorema di cui trattasi, oltre al-^ 
r esser fondata su di un lemma dimostrato* trigonometricamente , Y è^ 
pur essa condotbi , senza bisogno» con prlneipii trìgooemeirici v 

Egli poi estende nel teor. 2. la verità dhnostrata pe'cerohp alle sfe- 
re ; il che ben rilevasi dair analisi geometrica del problem» da noi re* 
calo nel §• 17t^ E poi va producendo qoeste due verità'^a quattro e piììr 
cerchi disuguali posti in un piano-, co' centri ne* ertisi degli angoli 
di un quadrilatero » odi un poligono. Lo stesso per le sfere generate 
da tali cerchi ^nel che vadosi assai più generalmente estesa una tal 
dottrina , che noi ludal Modge nel luogo cKalo-. Ma in tutto queste 
eose |)oiranno benissimo esercitarsi i giovani , non piresentando alcuna^ 
4ilGcoUà di ricerca , odidimostrazioDe. 

Uluas deduco da yuA keroma taluni ultrfi (To'aaftli soni qui irrno- 
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go proprio 1 ptrhfM , imhmio tìò «1 TohtmodQglt C^nomK 

«tei , oYe sarà trattato di proposito do* Canfill» mroterj » éifiriH. 

Ma pmp^Uai, Gialla a^oLf S.I74a/7SJ.-tPotla a lemmi 
precedeste» la sol wooe del ptoblema del|»uiiio Umg/miéUtiffni iaH 
di gramd»xxé$ H nÌo^ ù geometrica» che deacuttita diyieiie bciliarima. 
ed aiaai elegante ; e fkcilmeDte te 90 diatiagpoiia i tarii modi dlolt^ 
Aerla , come ledeii nello acoib^ 

Athmma 8. edaSaftop. EXIILeied, (^. fMai80.)^Ju^ 
fo il lemma , quanto il problema , per la eoi apliulooo è premesao » e 
che 0* é un semplice coronario, sono nuovi ne* trattati di Geameiria 4^ 
igriiUva ; e vi doTeta questo aver lnfigp> » per f argomenta del pfeaaib 
te capitolo. 

Qide qui in «coonoio dimostrare il segmsnto 

Teokbua* 

Im Upfia ii^(mlaUaiiwu^ ntpwfirié di rivoluzitme fsnarotoibi hm 
#iifTa contea » eoi cono di un dolo «errics eitwieriUole « i semprs «mi 
twva fiana p « fero ^na curva conica^ 



Div.Suppongast la superide propoeta gcnemta daHVntMe ADBQSf .5.^ 
rivolta intorno Y asse AB , ed il oono circosprittole abfafa per vertice il 
punto P, che congiungasi col centro Q dell' ellisse: il piano condotto per 
le PO a AB segnerà nella superficie conica cirooscritta i lati PD » PF 
tangenti qiiella io D , F • eia congiunta DF dovrà risultar parallela alte 
tangente Y ellisse in C , e segaans nella OP tal punto E , che sUa OP 
; CMI :; OC ; 0£ (§§435 e 119 Sez.eon* ^eomtr.] • Si concepisca ora 
passare per la OP un qualunque altro piaoo, che scoerà sempre nella 
superficie di rivoluzione un* ellisse CdGf, e nella super^cie coniea i la- 
ti Pd^ P/* tangenti quella \ sicché la retta d/* fra contatti dovrà risultare 
parallela alla Ungente Tellisse Cd6f in G , ed essere OP; OC;:OC: OC. 
cioè passare pel medesimo punto E , 

Or siccome tutte le tangenti le ellissi suddette in C debbono cadere 
nel piaoo tangente in tal punto la superficie di rivoluzione ( §• 144. ) ; 
cosi dovranno tutte le rispettive parallele ad esse giacere in un piano . 
che sarà parallelo a quel piano tangente » e passerà pel pnoto E ; e la 
(;urva dì contatto ^ che è quella in cui un tal piaoo tnteraega la superfi« 
eie di rivoluzione sarà quindi una curva piana. 

Ia dimostrazione sarebbe identicamente la stessa nel caso di una co- 
noide iperbolica. £ per la conoide parabolica la PO dorrebbe ooodnr 
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il parai leh air asse della parabola generatrice \ ed A ponto E ai oHeé» 
ri col prendere la EC uguale alia CP ; ' poiché ciascuna delle eurre prò* 
dotte da' puoi aeganti condotti per la OP è pambola ( $$.219 , 9f i» }w 

Con. -%. Dalla precedente analisi del teorema risultando ass^oator; 
come si è veduto , Il piano della curya di contatto » ed il centro E di ee>> 
sa, che com'è chiaro in generale ò un'elltese, ri potrà questa facifanentè 
descrivere rappresentandola nel piano • E se ne potranno ancora» consl^ 
deraàdola nel sito in cui si ritrova , assegnare le projezioni con un m^ 
lo continuato • , 

Com. 3. Potendosi It cilindro considerare come un cono a lati concoc^ 
renti air infinito * al vede che il teorema abbi^ luogo anche per la sa* 
Ì»erficie cilinidricK eircoacritta a queHa dl'riToIuxione generata da uu 
curra conica» 

ScoL. E al rileverà in appreiso ( nella parfa IL dafni, trattaio ) > 
Chele stesso teorema abbia luogo in generale per le superficie del sf 

JUùprtf. LXrttl » $ LJII. ( $^J79 ai98.)^l problemi trat- 
tati ne^' indicati $$• dovevano recarai in questo capitolo , per com« 
pieme l' argomento di esso. 

■ 

Ji eap* X« — ' In questo capitolo abbiamo voluto dare un saggio dei* 
le aelniotti el^Mi » «1 ^«dipeadeaU I* una daff altra , ebe per Uil* I 
|fobleilu df»' coniMl j/èrtW • ottengoosi « sia geometrinamente.» aiagrftn 
ficamente , mediante la nuova proprietà del .triangolo rilevatavi dal oof> 
atro Fergola, e ohe vederi esposta nel bnima i. Del quale argomento , 
come dell* altro analogo de* eonMU cht^tmi , che pure sullo stesso 
principio geometrico vedesi tutto fondato » insieme ad altri affini , sarà 
a disteso trattato nel voi. Ili. degli OfmeoH maUmaiici ^ come più 
volte ò stato detto • 

AUifTop. LXXli. 6 LXXIÌL (^. 21é . a SU.) . — Il punto arbi^ 
tcario a prendersi nella retta di sito potrà esser quello stesso in cu| 
questa incontra il piano orizzontale ; il che ne simplifica alquanto la 
costruzione. 

il" t€ùr II. ,$T.( gj. 5/7 , e 2ÌS,] — Le verità qui diinostrale ge- 
neralmente I come al presente trattato convenivasi , possono r|cever6 
pef caso di due curve definibili la seguente geometrica dimostrazione • 

La curva direttrice MAN [fig.S.ff.] di una superficie conica del ver- 
tice A aia rapportata all'asse AP . sicthò abbiari un cosUnte rapporto 
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Ira le «oordiiuto AX» XT t qiMto. S* lotoidi H t^rtk^ 
fer r Mie AP liralo il pUoo^ che M^beri quello deUa lezioiie man pa- 
lallela aHa MAN nella retta af parallela ad AP. Or fieno AX «,XY le 
coordinate della corra MAN per no qoalonque ponto Y di easa ; con- 
gittate le RX« BT, qoeate iocootreraom la retta ap, e la corra man 
se* pooU ^«y teli* che la ory risulterà parallela alla XY; e però dovri 
alare XY : «» :; RX ; B«. Ma qoesta seconda ragione pareggia quella 
iii BX: Btf, e quindi l' altra di AX: ax. Laonde aUrà XY:d^:.AX : nx; 
e permotando XY : AX : «y : odr ; e però la relaiione tra le coordir 
Mte della eorya man sarà identica a qnella tra le coordinate daH' aitia 
MAN • Quindi tali corre dorranno essere della stessa natora , e simi- 
li Ira loro ^ mentre g!i elemeoti pioponionali di esse, corrispoiidooo ad 

angoKi^oalL 
Ed è poi eridente esser anche simOmente poste, 
la dimestraaione pel caso del cilindro si ottiene analoguonente » ed è 

anzi più focile a compiersi» 

ali due teoremi si potranno gpneralmente > ed ii| modo diretto otteneni 
nel seguente modo* 

lktmtinmìanailmndMa$éxkn$ pitoiaikL 
emmfuemamtpéfpkrnoa tOMrUa ahan eMMJsOiflia mmgA 
wMa^irezione i$* tuoi taU* 

AvAllil OWMBTniCA. 

Bappreseoti nrn^r' [ fig.7. JV^^ ] la seiione prodotta dal piano segante 
nella soperficie cilindrica ABB^ A' , di coi ne sia base Y eUisse BPFF 
intorno al centro O, e con gli assi BV, CC'.Per un punto r di quella se- 
lione si concepisca passare il piano brVr* parallelo alla base » che pro^ 
dorri nella superficie cilindrica lellisse brVr' identica alla base (lsor.S>r 
e questi due piani s* inters^heranno in una retta rr' • Or pel ponto 
medio u di qoesta retta » e per 1* asse OK del cilindro s* intenda pas- 
aare il piano , che segnerà nella superficie di qoesto i lati Pp , Fp' ^ 
nelle ellissi BPB'P', bpVf^ì diameUi uguali e paralleliPP' , p^, e net 
piano segante proposto la nn' , che passerà per ii« Sia inoltre OQ il se- 
niidianl^tro dell* ellisse conjugato ad OP , e pel centro O di qpiesla sia 
lirala la NON' parallela alla nn', che esisterà nel piano testò tirato pss 
V asse del cilindro. Ciò premesso. 
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Per le elliffii WVP, IpVf parallele ed ideitielieiti 

Ed è poi jp uXuff : nuX^^ ::pu* : «V :: OP* : ON* 
Aduuque si avrà tu* : nnXufif :: OQ* .* 0N»« 

E però la sezione nrn'H sarà im* ellidse » di eoi «vii' é no diaiiMlro« 
ed il pmto medio o di qaesto il ceofro, il quale do? ri IroTarsi nelT as- 
seOKdelcilindro, 

CoB. 1. QuiDdi ogni elUiidh) scalena a base elHttiea si potrà ridar* 
re a cilindro retto » anche a base elKttica ^ segaaMo con mr piano per- 
pendicolare coir asse. E peti la Terità dimostrata nd teorema per quei 
cilindro Y è generale. 

Cor. S. Il piano per le ON , OQ essendo parallelo ali* altro «n^/ » 
doTrà prodarre nel cilindro un* ellisse identica air altra nrwftr'. 

ficoL. F^rebè 1* eUiaseNPN'P' diTooiase cerchio è diiaro» ebe deMm 
esser retto T aageloQ(m , eia QO ugnale alla ON. Or per la prima di 
laU condicionl iichiedesi che la ON cada nel pkno BÀA'fi' [ f§.8.N*J ; 
eper la seconda , essendo la ON maggiore della OB , doTrà questa ea- 
aere il sennasse minore dell' ellisse • BC VC , ed OC sarà in tal caao il 
maggiore é Laonde il punto N si otterrà deacrlvendo, nel piano BAA'Bi' 
eendotlo porr asse Ok del cilindro e per Tasse minore della base» fl 
cerchio cA raggio OC quanto il semiasse ma^iore » il quale segnerà 
De'latiAB»AVi ponti N.NSN". N''^ » aoddisfacenU al quesito » 
come fu snche detto nel teorema IV. ( $• 93k. ). E si aTraano per tal 
modo, per ogni punto dell'asse OK , due sesioni circolari ugua^, e sue* 
contrariamente peate » i cui piani aaranno similoiente inclinati air asaa 
del eSindio retto sol qnale aouo prodotte* 

PnOlLEIIA II. 

Ihiirminarta ieztùhé prodaUà In tm ecmo r$Uo a bate eUiUiea da um 
piano iegante quahu^pu. 

AhAIISI GBOMBTmiCA* 

Sia wrtiff^j9.} «na di tali aesiooi, e per un ponto r di essa si fac* 
eia passare il piano parallelo alla base BPB'P dei cono proposto , ebe 
produrrà r ellisse àrà'f' simile e simihnente posta alla base suddetta 
( laor.S. $.988. y.auLpf^'A diametro di quest' ellisse , che passa pel 
punto « medio di tr' , e a* intenda condotto pel verticeAdel cono , e 
per la jqp^ il piano » che aagnerà nel cono il triangolo per r asse PAF, 
il quale a' interagi con la sesìeoe profMataii rn^r' nella retta mi', che 
passerà ancor essa pel punto u. 



svi Note 

Ciò posto» tiiOQ fliMriAuii9tradeirelHtieBPIiVeoii|^ ad 
OP » 6 per O sia tinU la NON' parallela alb nufif , ed «ssa iucoiiUi 
ìd N , N'r iati del lriaiig<^ PAP . 

Per r ellisse hrV simile all' altra BQB^ sU 

m* ; |>«X«p' r- OQ' . OP* 
ed è poi pnX^P^ *- HtéX^fi' :: OP* : NÒXON' 

Adunque sarà r«* : nuXunf :: OQ* : NOxOW 
E per& la seiioae nmV sarà una conra eooica ^ che ayrà per centro 
il punto o medio della mi' , e per semidiametro eoigugato ad on V altro 
àg parallelo ad rr' » e quarto proporzionale in ordine alla media propor* 
rionale tra NO ed ON', alla OQ , ed alla on. 

DsTERIIINAZIONB DELLA BEZIOlfC. 

Una tal secione conica sarà » com' à noto » elHsse , o iperbole secoli* 
do che la r n cada tra i punti *, fi' t o al di li di essi : e sarà parabola 
se la nu n' incontri on solo lato del triangolo per 1* asse PAF, cioè che 
abbia luogo un sole de* punti d'incontro ii * ii' • Vale a dire che la so* 
sione sarà eNisse se lann' incontri i lati dei triangolo PAP' entrambi dal- 
la stessa parte dei ponto A • La m incontrerà poi la nn^ nel suo prolun« 
gamento, se mai essa incontri 1* un de' lati AP , AP' al di sotto del poni- 
lo A , 1' altro ai di sopra., ed in tal caso la seiiooe sarà iperbole • Fi* 
naimente risulterà parabola se la un' risolti pmlleia all' on de' lati 
AP , AP' • Il che consente con ledottrine de' Comot* 

Con. 1. Potendosi ogni cono obbliqoo a base ellittica ridurre a reltOt 
dol far passare pel centro della base on piano perpendicolare ali* aaie di 
esso t si tede perciò estendersi la rieeica di sopra recata ad on qua* 
lonqoe cono a base ellittica* 

Con. a. Risulta inoltre dair snsilisi geofttétrica di sopra recata , che 
tutt' i centri delle sezioni parallele , e però simili debbano essere allo- 
gati nella retta che passa pel vertice , e pel cetitro d^ll* una di esse • 

ScoL. Nel caso delle sezioni ellittiche « Is sezione diverrà cerchio se 
l' angolo NOQ sia retto , ed KOXON' szOQ\ 

Or per potersi i^erificare la prima di queste condizioni è necessario 
die i punti N , N' cadano tra* lati AB.A V [fy, lO.HfJ] del triangolo per 
1* asse W ; poiché In tal caso Y angolo NOC è sempre retto { OC rap* 
presenta il semiasse cotijugato ad Oh), Inoltre per potersi verificare la 
seconda condizione è necessario , che sia OB > OC ; menire essendo 
BOXOB' il minimo di tutt'i rettangoli, che si hanno da' segmenti deUe 
rette condolle per O , e distese fino a* lati AB , kV \ allora poirà in- 
dinarsi la NN' tal che sia NOXOWc=OG* , quando fosse OG > OB. E 
perchò dal punto si può tirare un'altra retta ugusle ed NN' , soecofr* 



Note XVII 

trtrlameote posta ; cosi in due modi potrà dogarsi un cono secondo 
cerchi ; e questi cerchi saranno uguali , e succonlrarii ; e la comune 
intersezione di ciascun di loro colla base del cono , o col piano parai* 
telo a questa passante pel centro di quella » sarà X asse maggiore di tal 
base » setiohe • 

Per conseguenca un cono retto a base ellittica pud sempre venir 
segato in due modi diversi , secondo cerchi • che saranno uguali , e 
Buccontrariamente posti • E dal cor. 1. rilevasi di poter anche otte- 
ner lo stesso pel cono scaleno]. 

M §» 2S2. ( Teor^ TU. ^ — La verità del presente teorema risulta 
dalla possibilità del seguente problema « di cui recheremo la soluzio- 
ne k anche per le utili considerazioni geometriche alle quali dà luogo • 

Probleiia. 

/Malora tri (oii di i»ii iato angolo wna retta » cAa pani per un pun* 
Èo dato » in modo che i eegmonti di eoa , tra queeto punto ed'i lati del* 
t angolo^ comprendano un dato rettangolo. 

SoLos. Dal dato punto O [ fig. il. 1f. ] si tiri all' un de* lati AB del 
dato angolo BAB' la perpendicolare OP , e si prolunghi in E , finchò 
la OE sia terza proporzionale in ordine ad OP ed M ( M* ò il quadrato 
CUI dee essere uguale il rettangolo de* segmenti della retta tirata per 
Ira* lati AB , AB' ) ; e sulla OE come diametro descrivasi il cerchio 
ONE , che incontrando le retta AB' vi segnerà i punti N , N' ciascun 
de quali congiunto col punto , e prodotte le cougiungenti NO , N'O 
fino al lato AB in n, n', i rettangoli N'On , N'On' pareggeranno M*. 

In fatti congiunta la NE , risultando simili i triangoli ENO , OPn si 
ha EO : ON :: On : OP ; quindi NOxOn = EOxOP= M* . E si- 
milmente dal congiungersi £N' si rileverà N'OxOn'= M*. 

Si vede che il limite della possibilità di questo problema sia quando 
il cerchio del diametro OE toccasse solamente la AB'. 

Coft. Balla precedente soluzione ricavasi il seguente 

TSORBHA. 

thito U rito H Ulna rotta AB riepetto ai um cerchio ENO di un dato 
raggio « felini ooniromtat rettaiia tirala la perpendicolare EP , che 
incontri la circonferenza in £,0; i rettangoli delle parti di riaecuna se* 
gante NOn U cerchio, condottati pel punto della eua circonferenza , e 
prodotta fino alla retta AB , earanno tra loro uguali , e ciascuno quanto 
il rettangolo dàio ieUe parti dcUa seganU EOP^ 

C 
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Ciò pMtD, litOQ B flenidknelM deVcfliiir ^ 

OP . e per O tia tinta l« NOW pmllel* «1^ jf <:> 

io N.N'rUti del triangolo PAP. ^ji j^ 

Per r ellide br V aiuuie all' altra BQ^^f f 

rn* :p«X«f' ^'^HìS 

eaèpoi J»»X«P'; ^||f le. 

Adauqoe «ari r«' t ««»X«»««r^ ^^ ^ * ,ua- 

E però la aesioae nrtfi' aarA V^/ I ^ ^ | ^ ,*{,« 

il punto o medio della im' . e^y f ifgf ^ erno 

è; parallelo ad rr* , e qaKà^fi f-Ést j» a- 

wonàletraNOedON'.a»/^' ^f» ,„^ 
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D«r/ / 






lale la 

tna til wàw/^ ^ •• 

d5 che lari! r^' ^ P""' 

fela film'' r^^poalo.Edè 

abbia Iwr .uenlico del punk) da- 

siooer 

lasU» 

gir ^ r 1. ^ %>i88. J — La presente ooDSiderazioae di an 

* ^ sega una raperficie conica, ci porge occasione di qui recare 

quelle di second* ordine una nuova proprietà di esse . per le cune 

reazione . che potrà riescir feconda di utili conseguenae • 

5ia il cono APQV [ figJ2.N. ] segato da un piano » che vi produca 

jg sezione XZY , e questo incontri 1* asse ÀO del cono nel punto N « 

e l'altro piano , che si tiri pel vertice A parallelo alla base PQV , nella 

retta BS • Or suppongasi tirata , nel piano della sezione XZY , pel 

punto N , una qualunque retta XNY , prodotta fino alla RS in G , e 

giungasi la AG , che sarà la comune sezione del piano per la GXY e 

pel vertice A, col piano parallelo alla base PQV ; e per conseguenza la 

AG dovrà esser parallela alla comune sezione PQ di tali due piani . 

E come che la PQ è bisecata in O ; le quattro rette AG , AQ , AO , AP,' 

saranno armooicali l%,77.Sexxon.geom, ed. IO. ) • Quiiiidi la GX sarà 

divisa armonicamente ne' punti Y, K ; e però la RS sarà la polare del 

punto N • 

Da che , la polare di un punto per una curva coaicà rìsadta assegna* 
bile dalla stessa genesi per sezione. La qiial circostanza da neasun' ah 
Iratappceaentazione di esse curve può ottenérsi • 

ili Cap. XIIL deUéJiniinexioni delU $up$f/ici9 ewrte • -*- Per com- 
pimento delle ricerche latte su quest'oggetto riporteiwio qui il le- 
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*^^^U^ 4^Ie • per qniaalo lappiamo , li è fiuora^eiid*-- 

^*^ogtraglone; 



> 



'^..^ ^^iiqikIo «imi $up$rf€Ì€ di rimduzim^ g$n$mUt dai. 

^9 \ Y* vr^uea neW 4nirar$ in mm uno- ùmw fiana a 

j '%\ ^ ^ ^^^ fiirra ptr adn* net. 

*%- ^ "^t ERF [figJS.N.'j le due curve prodotte dar 

strare ed uscire daHa raperficfe di rivolu- 

«:urYa couica, e la prima di quelle curve 

«i esser la direttrice di un'altra auper- 

':ie proposta, e ne sia G il vertice • 

^essa superficie u» altro cono , che' 

'oetraote ; e coogiuoti per la TG 

...^^ritti , 8* intenda per tal rettr 

^ ^ t Un tal piano segherà là superficie di ri- 

^>m<ìne conica APQB , i due coni circoscritti o»* lati" 



i j^iN^ ^.^^ ^^ tangenti quella sezione conica , ed il cono penot 



^<i Wv^ ^^ «^ » ArB , che inlersegheranno la lezione conica ne* punr 
n , ^ co^XM^X ^i^eora all' altra curva ERF . 
tfe^ ^0%^^ «^<>»til%Mscasi da'quaUra punti^A, E , F , B il quadfìfate- 
to\% «^t\xXA ^^^ftl^lQ AEHFBA , a congiugansì ancora i contatti P , Q:' 
\\L tre sVV^"**^^^^ai a* punii E , F le tangenti ED , FD. Saranno C, », 
iWfc^rvV *® ^^^^ opposltAB , EF (not. apr ii.parab.n.in.) , ed H, V le 
.'^^ -et^oux àeWe altre due coppie di laU opposti BE ^ AF , AE , BP : 
^^^ ^^t^ \ quattro punti C , Bt , D , V dovranno stare per dritto (^.xi » 
^ '^ Ijl 1 ; e quindi sulla retta VC, che già passava pe* punti V , C, I- 
^^^' tenendo PQ la polare del punlo V » dovrà essa passare pel punt6« 
^^ e percid^ qualunque sia la posizione del piano condotto per la VC» ' 
^ \k sempre la PQ trovarsi nel piano di contatto della superficie, e dei'" 
*^ p circoscrittole- dlel vertice V, ossia nel piano polare del punto II :•: 
^ che risulta » che il punto H* rimanga Invariato per' qualunque posl«<> 
'noe del piano condotto per la YC. Ma questa retta è armonicamente 
^'vii'a ne'* punti C; H; D, Y (n,iu.not,cù.} , e sono dati ìdisito ì punti 
C Bi V. Quindi dovrà anche risultar dato nel- sito il punto- D ;.e per* 
conseguenza. la EF polare dij),, a riguardo della sezione conica APQB, 
dovrà trovarsi sempre in un medcstmapfano , comunque varil tal se- 
zioiie conica , cioè nel piano pplare dui punto D. , a riguardo della su*^ 
«etfici**' di risoluzione prqìesta • Ma ì punti E »P appartengono alkk 
curva di uscita 1 BJ. Adun(|ue qui s!i » e gli allrlii essa eirs^ranso ìb>« 
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OD mcdeBimo piano ; e però la curva EBF aarà una curva piaaa ; a 
quindi una sezione conica. 

Cor. Potendosi una superficie cilindrica considerare oooie una 8u« 
perfide conica i cui lati comprendano nel vertice angoli evanescenti , e 
però possansi aver come paralleli tra loro , ne segue che la preceden- 
fé verità si estenda anche alle superficie cttiocfrìche , eioò « che : 

5e wM iup0rfiei$ eiKndrka pemirando iim iwperfki§ dt rhduxbm$ 
generala da una curva contea vi produca nM entrare in e$$a una cut' 
va piana ; ne uscirà per un' altra curva anche piana. 

Ma se vogliasi a dirittura ordir per questa la dimostrazione basta 
riflettere , che in questo caso il quadrilatero AEFB diviene a lati pa- 
ralleli ; da che procedendo analogamente alla dimostrazione recata pel 
cono, si otterrà , con piccole modificazioni , quella pel cilindro. 

ScoL. Dalla teorica delle superficie di eeconS ordine in generale , 
die recheremo nella parte u. del presente trattato » si rileverà aver 
luogo un tal teorema per tutte esse • 

Al cap.XF.-^ntinuando nel sistema da noi adottato di recare nelle 
itole aìraltoltj ed ancora a' volumi del Corvo geometrico, le soluzioni di 
lutti que'problemi » che avevano correlazione con le materie espostevi, 
aIBchò da esse, per la via degli esempi , senza de* quali i semplici pre« 
ceti! rimangono sterilissimi, né può darsene adattati ad ogni circostan* 
W f si formasse Y animo de' giovani all' invenzione geometrica , ed alla 
aemplicità , ed eleganza in essa , recheremo qui le soluzioni pure geo* 
metriche di que' problemi, che nel presente capitolo veggonsi costruiti 
€on r incontro di rette con superficie curve , a solo oggetto di dare an 
saggio dell' uso di questo mezzo descrittivo per lo scioglimento di alcuni 
problemi , ove può pure in diversi rincontri riuscire utilissimo • Varrà 
ciò anche a conformar sempre più la massima le tante volte da noi in- 
culcata t che non debba il geometra , nelle sue ricerche , l' una via 
prediligere * abbandonar le altre ; ma sempre a quella appigliarsi , 
che m^o al soggetto che tratta si conviene. 

Atta prop. XCJ. ( $.268 ). ~ Eccone qui del proUema proposto in** 
tal proposizione la se|uente 

SoLCZIOlfB QBOHKTaiCA. 

Per quella delle rette date AB [figJd.N,'] alla quale si vuol tirare la 
perpendicolare data da un punto dell'altra retta di sito CD, si tiri un pia- 
no parallelo a questa. Indi si taccia passare per la CD un piano perp^n*» 
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djoolare al poc' anzi tlrifo • che ìò tfttaMeghi nttà fétta ei , la quale 
incontri la AB in 6 , formandoYi un angolo dato • Sia ora EF la retta 
richiesta , cioè sia E qael ponto della CD dal quale tirata atta AB la 
perpendicolare EF, pareg^ questa la data retta 11 ; e ^la EF vi paa-» 
ai il piano EaF perpendicolare ali* altre sAB ; sarà fétte sii' angele» 
EtfF , che r altro sFG «Quindi nel triangolo EeF rettangolo In e» 
essendo data T ipotenusa EF , e 1 cateto E a , satà pur dato T altro 
sF • Ed il problema sarà ridotto ad applicare nell' angolo dato cGB la 
sF di data grandezza , perpendicolare al lato GB • 

ScoL. Prendendo il piano ABed per orizzontale , e r altro CDed 
per verticale di projezione » la presente soluzione si trasmuterà la 
grafica , e semplicissisM. 

« 

AUa prop. XCtì. ( j. 2^. j --■ Il problema qui proposto può rice^ 
vere la seguente 

AiiALiei BBùmanMA. 

Siene A%,CD [ fgJ5.NJ] le due rette date nello spaziò, e nella CD il 
punto P t d'onde Tuole inclinarsi suir altra la PQ nell'angolo dato DIPQ* 

Si concepisca passare un piano per la AB e pel punto P , sul quale 
da un punto Et, preso ad arbitrio nella PD, si tiri la perpendicolare HA, 
congiunta la Pk» òhe dinoterebbe la projezione della PH sul piano APB » 
il triangolo rettangolo IShP sarà dato di specie , per essere dato V an^ 
gole UVh in cui la rètta PH di sito s* inclina al piano di sitò APB« Ind^ 
tre dal punto h si tiri alla PQ la perpendicolare J^R , e s' intenda con« 
giunto il punto H con 1* altro K , sarà la HR perpendicolare alta FQ ; 
e quindi il triangolo HPR risulterà ancora dato di specie. 

Or pel primo triangolo PHA essendo data la. ragione di PH a Pfc, sarà , 
data la Pà ; e per Taltro HPR si ha pur data quella di PH a PR, e peri 
è data la PR • Laonde sarà pur dato il cateto BA » ed il punto R rimar* 
rà determinato dal tirare dal punto P la tangente PRQ al cerchio de- ^ 
•critto col centro h , intervallo AR. 

Atta prop. XCUi. n. /. (^ 970) 

Àlf Alisi GEOHETBICA FEt CASO 1 • 

Taf Vm de'ImM^dati À[figje,N.'],efef la retta di silo MN s* inten- 
da condotto il piane » e su questo la perpendicolare Bè dall' altro pon- 
te B. E poiché AG* 4- GB* £s N« , e CB* = Gfr> + Bò\ sarà AG«+ 
Cb* s= N» ^ B6> ss P% ed U problema sarà ridetto sul piano AMN, 
e si riseherà come nella neterella (*] a pie doUt pag. 165. 
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AvAUSI GKOUBniCA KIi CAM 2* 

PremeMo la steMo apptrecchia del easo precedente i risulterà por 
data la difieresia de* quadrati AC , U ; ed il problema ai troverà 
ridotto alk ooterella (*) a pii pagiaa 16ft , 

Penumerì li, UI, IT. (^.27Sa 27&JI — I precedènti proMemi 
ed altri ancora afiBni, pofsono immediatamente esser ridotti a* loro coi^ 
rispondenti nel piano per mezzo della segoente 

AkALISI GEOMETniCA» 

Si concepisca per r un de' punti dati A [fig. ff.lf.'ì, eper ta retta HK 
passare il piano AMN , e dal punto B Urata la perpendicolare BD al- 
ia MN, che sari data • Quindi dal punto D , e nel piano AHN si 
elevi alla MN la perpendicolare D6 uguale alla DB ; sarà dato H 
punto b in tal piano » e la congioagente Gfr pareggerà la GB. 

£ però tutti quo* problemi saranno ridotti agli stessi nel piano^ 
MAN relativamente alla retta di sito MN , ed a'puntidati A ,&.. 

AUaprop. XCtF. ( §. 277. )-^ Questo problema , come vedeste 
r è un caso particolare di quello della afera tangente quattro altre sfe- 
re» e peri avremmo ben potuto tralasciarne la soluzione • rimettendo a. 
quella data nella prop.Lxx. per le quattro sfere , appunto come feci- 
no nella Memoria de* eontaiU sferici , che presentammo air Accademia 
delle Scienze di Napoli nel 1809. Ma poiché in questo caso particolare 
r analisi geometrica del problema non ha bisogno di quel lemma » ab- 
biamo però stimato recarne a disteso la soluzione , anche perchò la 
costruzione può simpliGcarsi , come si vede nello scoi. 1. ( $• 278. ].. 

Alla prop.IC V. ($.880.) ed a*$uoi cor. e icot. [$$.2Sir ^ 286.)— Un 
tal problema , com' è chiaro , corrisponde a quello di : deeerivere una 
sfera iangenie quattro fiam di $ito che$* incontrino ; ed ò però V un di 
quelli della (amiglia de' contatti eferici • La soloiicne recatane^ è aneor 
semplice si geometricamente considerandola 4 die grafigamenle • 

Al lemma ( §• 28Ì. ) -^ Il belliBSìme teorema riportalo in queeto- 
ìenmia fu assunto dal Moi^ nel costruire il problema di ciibire U pro^ 
jetioni di un puùto, date le sue dietunzc da ire aM punii dati (Giomitr^ 
deurìpt^^.94.).E bieoffidi dire eh* egli avesse per evidente quelU ve^ 
rità , il che non è ; per cui il dotto geometra Cvnpt s' iiigcignò dimo^ 
Mrarla (Géomét. de po$it.n.506.\ , ricavando tal [dimosUazioiie dall' inr 
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lerseziooe dette tre tfere , che hanoo per cerclii generatori i tre pra« 
posti;il quat modo non può piacere a' geometri. Ed egli mOdesimo, cita 
non poteva essere a meno, che ciò doq avTertisse, neadducera in iscti* 
sa di aver preferita tal maniera di dimostrare ad un'altra pi& diretta, 
e fatta senza ricorrere alle sfere , perchè quella gli era sembrata pi& 
semplice. Ma al certo che la maniera tenuta dal Caraot non è più senn 
pHce della dimostrazione quasi intuitiva, che da noi se n'è data. E da 
una tal verità, dimostrata nel proprio modo da noi tennto,si vedepoi con 
quanta faciltà derivino le altre che dal $.282 al S87 abbiamo recato. 

Alla ffùp. XCYL l $• S87. ) — La soluzione di questo problema àU 
Tiene un corollario del teor.i, ($.285.), e però del lemma al §. 281 da 
CUI Questo ò derivato • Avvertasi ancora , che dall' intersezione delle 
corde de* tre cerchi intersegantlsi si ha la determinazione del problema; 
poichò esso risulta impossibile nel caso , che il punto di concorso di 
quelle corde cada al di fuori de* cerchi • 

AUa prop. XCYU. ( $• S89. ) — Questo problema , che per la par- 
te II. r è pur un di quelli principali a risolvere sulla piramide triango- 
lare , non vedovasi risoluto da alcun di coloro che hanno trattato questo 
argomento . La soluzione che ne abbiamo recata sembraci assai ele- 
gante , vedendosi facilmente ridotta alla ricerca del punto , con le stos* 
^e condizioni , nel plano de* tre dati ; da che essa risulta eseguibile non 
solo graficamente , ma anche nel modo puro geometrico • 

Atta frop. XCIX. id allo $eol. ( $$.392 $ 29S.). — Si atverta a cid 
che si è osservato nello scolio, circa i* Impropria soluzione che dal Mon- 
go, e da altri geometri si è data a tal problema, ed alla faciltà della sua 
composizione per mezzo del problema risoluto nella parte i. pr. icvii. 

Alla prop. C ( §. 294 , ed a §§• ^«* *^* «' ^^ » ^^ "^ /«*»**® ^ 
guito. w Sulla storia delle fasi diverse che ha presentate il problema 
proposto nel $.294, non abbiamo qui altro da aggiognere a quello che 
se ne trova detto nello scoi. $. 299 . Solamente diremo , che la solu- 
zione dello Scorza , che vedesi nel $. 297 ci sembra superiore in e- 
leganza a tutto quelle che da* geometri antichi ci sono pervenute 
di problemi solidi; e che nulla può immaginarsi di più ingegnoso , che 
la riduzione generalissima del prof.Brono di tal problema, e la soluzio- 
ne datane , della quale meritamenfe il valentissimo geometra francese 
Hachette fece tutto quel conto che meritava , continuandola con un 
suo dotto lavoro ( V€d.Ani dett* Ace. delle Scienze di Napoli.vol.ìLì 
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MIafrofu CIL ( S- 30i.) — Qoesl' ii^egnosa solatioDe di ao prò* 
llwia si bmoflo fin da* prinrf tempi delle scuole greche, e che è il solo 
fieiiipie perveoutoci del modo che leDeTaoo gii antichi nel costruire 
iproMemi con le intersezioni delle superficie» e però co* luoghi ml que- 
lle » (a meraTìglia come non sia stata recata da Pappo nelle sue MaJL^ 
wuitich$ colUxioni , mentre egli In beo due luoghi riporta W altre solo* 
giooi di greci geometri » cioò nella prop.S lib. III. quelle di Eratostenet 
e di Nicomede , ed ancor f altra di Erone » sebbene meccanica, e pur 
quella da lui escogitata ; e nella prop.24 del libro IV. » ove ritorna sai* 
la soluzione di Nicomede » per dame la dimostrazione da quel geome* 
tra tralasciata • Ma ciò che Pappo trasaodò venne supplito da Euto-^ 
ciò » il quale» Del suo importante cemento al lib.IL di Archimede solb 
$fira , e *l cilindro » soggiugne le soluzioni di quel problema datene 
da Platone , da Filone bizantino , da Apollonio , da If enecmo » da E* 
latostene » e quiolla ancor di Archita » ricavandola da Eudemo* 

Att§ fTùp.CUI € Cir , od atto scoi. ($$J04 a 308^)^1 motivi che 
ci haiwo indotto a trattar questi due proUemi » ben sì riìerano dallo 
seoUo recato dopo essi* 

Mia frop* CZZl ed a* Ummi i , a ti cA« et ifmo jmmuH (^ 823 
e Si6) — Il problema della divisione di un arco circolare in data ragie* 
ve » r ò il solo esempio di problemi ItMari che ci rimane dalla scuola* 
greca , serbatoci da Pappo nelle sue CoUtetMath. a prop. 35. lib* IV; 
per conseguenza del quale poi egli altri ne riporta nelle prop. 36 a ^1 
Sd essi il costmirooo raedianle la fuadratric$^ la ipiraU àrehimedéat e 
1* altee cilindrica^ che eran tra le principali curve da loro escogitate per 
la ridozione e composizione di quel genere di problemi , assegnandone 
le proprietà» che dovevano costituire i luoghi lineari per essi* Ed i mo- 
derni non mancarono dalla lor parte in adoperarsi nella risoluzione di 
quel problema, per essi di maggiore importanza, dovendo non solo alla 
Geometria servire , ma ancora alla Meccanica ; e tra le diverse solii- 
tiani , che gli uni e gli altri ne presentarono , delle quali sari a di- 
teso ragionato nella parte ii. dell* Invenzione geometrica , ci basterà 
qui accennar solamente quella, che con la combinazione delia cicloide 
Galileaoa e dell* ellisse ne diede il Pergola , nell* opuscolo z. di qnelH 
pubblicati nel 1810 ; e l'altra che , per un saggio dell' uso geome- 
trico dello sviluppo delle superficie curve , è stata da noi recata , per 
chiusura di questo argomento , e della part.L della Geometria di siìa* 
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